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"CTUSBDU
8BWFT QSPQBHBUJOH OFBS BO FWFOU IPSJ[PO EJTQMBZ JOUFSFTUJOH GFBUVSFT JODMVEJOH
MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUJFT BOE DBVTUJDT� 8F DPOTJEFS BO BDPVTUJD IPSJ[PO
JO B áPXJOH #PTFm&JOTUFJO DPOEFOTBUF XIFSF UIF FMFNFOUBSZ FYDJUBUJPOT PCFZ
UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO� *O UIF )BNJMUPOJBO SBZ UIFPSZ UIF TPMVUJPOT
VOEFSHP B CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO OFBS UIF IPSJ[PO BOE POF NJHIU UIFSF�
GPSF FYQFDU UIF BTTPDJBUFE XBWF TUSVDUVSF UP CF HJWFO CZ B 1FBSDFZ GVODUJPO UIJT
CFJOH UIF VOJWFSTBM XBWF GVODUJPO UIBU ESFTTFT DBUBTUSPQIFT XJUI UXP DPOUSPM
QBSBNFUFST� )PXFWFS UIF XBWF GVODUJPO JT JO GBDU BO "JSZ�UZQF GVODUJPO TVQQMF�
NFOUFE CZ B MPHBSJUINJD QIBTF UFSN B OPWFM UZQF PG XBWF DBUBTUSPQIF� 4JNJMBS
XBWF GVODUJPOT BSJTF JO BFSPBDPVTUJD áPXT GSPN KFU FOHJOFT QBUI JOUFHSBMT JO
SBEJP BTUSPOPNZ BOE BMTP HSBWJUBUJPOBM IPSJ[POT JG EJTQFSTJPO XIJDI WJPMBUFT
-PSFOU[ TZNNFUSZ JO UIF 67 JT JODMVEFE� 5IF BQQSPBDI XF UBLF EJGGFST GSPN
NPTU QSFWJPVT BVUIPST JO UIBU XF BOBMZ[F UIF CFIBWJPS PG UIF JOUFHSBM SFQSFT�
FOUBUJPO PG UIF XBWF GVODUJPO VTJOH FYQPOFOUJBM DPPSEJOBUFT� 5IJT BMMPXT GPS B
EJGGFSFOU USFBUNFOU PG UIF CSBODI DVUT BOE HJWFT SJTF UP BO BOBMZTJT CBTFE QVSFMZ
PO TBEEMFQPJOU FYQBOTJPOT� 8F BSF UIFSFCZ BCMF UP SFTPMWF UIF NVMUJQMF SFBM
BOE DPNQMFY XBWFT UIBU JOUFSBDU BU UIF IPSJ[PO BOE JUT DPNQBOJPO DBVTUJD� 8F
àOE UIBU UIF IPSJ[PO JT B QIZTJDBM NBOJGFTUBUJPO PG B 4UPLFT TVSGBDF NBSLJOH
UIF QMBDF XIFSF B XBWF JT CPSO BOE UIBU UIF IPSJ[PO BOE UIF DBVTUJD EP OPU JO

∗
"VUIPS UP XIPN BOZ DPSSFTQPOEFODF TIPVME CF BEESFTTFE�

0SJHJOBM $POUFOU GSPN UIJT XPSL NBZ CF VTFE VOEFS UIF UFSNT PG UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO
��� MJDFODF� "OZ GVSUIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE UIF

UJUMF PG UIF XPSL KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*�
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HFOFSBM DPJODJEF� UIF àOJUF TQBUJBM SFHJPO CFUXFFO UIFN EFMJOFBUFT B CSPBEFOFE
IPSJ[PO�

,FZXPSET� 4UPLFT�T QIFOPNFOPO DBUBTUSPQIF UIFPSZ FWFOU IPSJ[PO
BOBMPHVF CMBDL IPMF )BXLJOH SBEJBUJPO

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� %FEJDBUJPO

5IJT QBQFS JT EFEJDBUFE UP 4JS .JDIBFM #FSSZ JO DFMFCSBUJPO PG IJT ��UI CJSUIEBZ� 0G IJT NBOZ
DPOUSJCVUJPOT UP QIZTJDT BOE QIZTJDBM BTZNQUPUJDT POF PG UIF NBKPS UIFNFT PG IJT XPSL JT
IJT JOUFSFTU JO XBWFT OFBS TJOHVMBSJUJFT SBOHJOH GSPN UIF NPTU ESBNBUJD PDDVSSFODFT TVDI BT
UTVOBNJT <� �> BOE UJEBM CPSFT <� �> UP UIF NPTU HFOUMF 	ZFU QSPGPVOE
 JO UIF GPSN PG 4UPLFT�T
QIFOPNFOPO <�m�>� *O QBSUJDVMBS IF IBT EFWJTFE NJOJNBM NPEFMT GPS VOEVMBS CPSFT UIBU SFWFBM
JO B DIBSBDUFSJTUJDBMMZ DMFBS XBZ UIF DFOUSBM SPMF QMBZFE CZ DBVTUJDT BT XFMM BT BO BOBMPHZ UP UIF
)BXLJOH FGGFDU <�> BOE JU JT B SFMBUFE DPOOFDUJPO XF QJDL VQ IFSF JO UIF DPOUFYU PG B áPXJOH
TVQFSáVJE� 4UBSUJOH JO UIF ����T <�> BOE DPOUJOVJOH UPEBZ <��> .JDIBFM #FSSZ IBT DIBNQJPOFE
UIF BQQMJDBUJPO PG DBUBTUSPQIF UIFPSZ UP DBVTUJDT BOE XF IVNCMZ GPMMPX JO IJT GPPUTUFQT JO UIJT
QBQFS GPDVTJOH PO OPWFM DBUBTUSPQIFT XJUI MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUJFT UIBU BDDPNQBOZ BO
BDPVTUJD FWFOU IPSJ[PO JO B TVQFSáVJE�

�� *OUSPEVDUJPO

*G UIF áPX TQFFE PG B áVJE FYDFFET UIF TQFFE PG XBWFT JO UIF áVJE UIFO UIF MBUUFS BSF VOBCMF UP
QSPQBHBUF BHBJOTU UIF áPX BOE BO BOBMPHVF PG BO FWFOU IPSJ[PO PDDVST� 5IJT TJUVBUJPO JT DBQ�
BCMF PG NJNJDLJOH NBOZ BTQFDUT PG CMBDL IPMF QIZTJDT XIFSF UIF FGGFDUJWF TQBDFUJNF NFUSJD
EFQFOET PO UIF áVJE áPX BOE BDPVTUJD XBWFT QMBZ UIF SPMF PG MJHIU <��m��>� "OBMPHVF FWFOU
IPSJ[POT GPS DMBTTJDBM XBWFT JODMVEJOH UIF DMBTTJDBM BOBMPHVF PG )BXLJOH SBEJBUJPO IBWF CFFO
PCTFSWFE JO XBUFS UBOL FYQFSJNFOUT <��m��> BOE BMTP JO PQUJDBM àCSFT <��m��>� "OPUIFS TZTUFN
XIFSF BOBMPHVF FWFOU IPSJ[POT DBO CF DSFBUFE JT B áPXJOH #PTFm&JOTUFJO DPOEFOTBUF 	#&$

GPSNFE GSPN VMUSBDPME BUPNT� 5IFTF BSF BNPOH UIF TJNQMFTU FYBNQMFT PG TVQFSáVJET BOE BSF
TP DPME UIBU RVBOUVN QSPDFTTFT TVDI BT UIF BOBMPHVF PG TQPOUBOFPVT )BXLJOH SBEJBUJPO DBO
EPNJOBUF UIFSNBMMZ BDUJWBUFE QIPOPOT� "OBMPHVF )BXLJOH SBEJBUJPO JO #&$T IBT CFFO BOUJ�
DJQBUFE UIFPSFUJDBMMZ GPS PWFS UXFOUZ ZFBST <�� ��m��> BOE XBT SFDFOUMZ SFBMJ[FE JO B TFSJFT PG
FYQFSJNFOUT CZ +� 4UFJOIBVFS BOE DPXPSLFST <��m��>� *O UIF QSFTFOU QBQFS XF GPDVT PO FWFOU
IPSJ[POT JO #&$T XIFSF FYDJUBUJPOT PCFZ UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO CVU NBOZ PG PVS
SFTVMUT BQQMZ UP FWFOU IPSJ[POT JO HFOFSBM�

5JEBM CPSFT 	TIPDL XBWFT UIBU USBWFM VQ SJWFST EVF UP B SJTJOH UJEF CFJOH GVOOFMMFE JOUP BO
7�TIBQFE FTUVBSZ
 BSF B ESBNBUJD XBWF QIFOPNFOPO UIBU BMTP JOWPMWFT IZESPEZOBNJD FWFOU
IPSJ[POT BT QPJOUFE PVU CZ .JDIBFM #FSSZ JO IJT TUVEJFT PG VOEVMBS CPSFT <� �>� )JT XPSL
FNQIBTJ[FT UIBU UIF XBWF GSPOU DPSSFTQPOET UP B DBVTUJD XIFSF UXP XBWFT DPBMFTDF BOE UIJT
JT UIF BQQSPBDI XF BEPQU JO UIJT QBQFS� 5IF DPOOFDUJPO CFUXFFO FWFOU IPSJ[POT BOE DBVTUJDT JT
JMMVNJOBUJOH CFDBVTF DBVTUJDT UBLF PO DFSUBJO VOJWFSTBM TIBQFT EFTDSJCFE CZ DBUBTUSPQIF UIFPSZ
UIBU BSF TUSVDUVSBMMZ TUBCMF BHBJOTU QFSUVSCBUJPOT 	BOE IFODF HFOFSJD
 BOE GVSUIFSNPSF FBDI
DBUBTUSPQIF JT ESFTTFE CZ B VOJRVF XBWF GVODUJPO� *O UIF TJNQMFTU DBTF PG UXP DPBMFTDJOH XBWFT
UIF DBVTUJD JT B GPME DBUBTUSPQIF BOE UIF XBWF GVODUJPO JT UIF "JSZ GVODUJPO <��>� 3FGFSFODFT
<� �> TIPX UIBU UIF XBWF QSPàMF PG BO VOEVMBS CPSF DBO JOEFFE CF FYQSFTTFE JO UFSNT PG BO
JOUFHSBM XIJDI IBT UIF "JSZ GVODUJPO BT JUT LFSOFM�
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*O UIJT QBQFS XF àOE UIBU JO UIF WJDJOJUZ PG B IPSJ[PO JO B #&$ UIF XBWFT TBUJTGZ B UIJSE
PSEFS EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO JO QPTJUJPO TQBDF XIJDI JT TJNJMBS UP UIF POF PCFZFE CZ VOEVMBS
CPSFT� )PXFWFS XF HFOFSBMJ[F UIF USFBUNFOU HJWFO JO <�> UP UIF DBTF XIFSF UIF XBWF GSFRVFODZ
ω JT OPO[FSP BOE TIPX UIBU UIJT MFBET UP BO "JSZ�MJLF XBWF GVODUJPO CVU XJUI BO BEEJUJPOBM
MPHBSJUINJD DPOUSJCVUJPO ω MPHL UP UIF QIBTF HJWJOH B AMPH�"JSZ GVODUJPO�� " MPHBSJUINJD UFSN
IBT QSFWJPVTMZ CFFO TIPXO UP BSJTF JO BFSPBDPVTUJD áPXT GSPN KFU FOHJOFT <��> JO DFSUBJO
QBUI JOUFHSBMT JO SBEJP BTUSPOPNZ BT TUVEJFE CZ 'FMECSVHHF FU BM GSPN B XBWF DBUBTUSPQIF
QPJOU PG WJFX 	BMCFJU POF XIJDI EJGGFST GSPN CPUI PVS PXO BOE UIF TUBOEBSE BQQSPBDIFT
 <��
��> BOE BMTP GPS HSBWJUBUJPOBM CMBDL IPMFT XIFO EJTQFSTJPO JT QSFTFOU <��>� 5IF GBDU UIBU B
MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUZ JT B WFSZ HFOFSBM GFBUVSF PG XBWFT JO BDDFMFSBUFE GSBNFT 	TVDI BT
OFBS FWFOU IPSJ[POT
 IBT CFFO IJHIMJHIUFE CZ 6� -FPOIBSEU BOE DPMMBCPSBUPST <�� ��> XIP àSTU
TVHHFTUFE B DPOOFDUJPO CFUXFFO IPSJ[POT BOE XBWF DBUBTUSPQIFT JO B HFOFSBM TFOTF BMUIPVHI
B DIBSBDUFSJ[BUJPO JO UFSNT PG UIF 5IPN�"SOPME DBUBTUSPQIF UIFPSZ XIJDI VOEFSMJFT TUBOEBSE
DBVTUJDT XBT OPU QVSTVFE� -JOLT CFUXFFO DBVTUJDT "JSZ GVODUJPOT BOE CMBDL IPMF QIZTJDT IBWF
BMTP CFFO QSFWJPVTMZ SFQPSUFE JO NPSF EFUBJM CZ /BSEJO FU BM JO UIF DPOUFYU PG XBUFS XBWFT XJUI
TVCMVNJOBM EJTQFSTJPO <��>� 5IFZ QPJOUFE PVU UIF QSFTFODF PG B GPME DBUBTUSPQIF CJGVSDBUJPO
CZ UBLJOH B AEZOBNJDBM TZTUFNT� BQQSPBDI XIJDI JT TJNJMBS JO TQJSJU UP PVST� )PXFWFS XF XJMM
TIPX JO UIJT QBQFS UIBU UIF MPHBSJUINJD QIBTF UFSN DPOOFDUT UIF XBWF TUSVDUVSF OFBS UIF IPSJ[PO
UP IJHIFS XBWF DBUBTUSPQIFT UIBO UIF GPME�

*OEFFE UIF NBJO NPUJWBUJPO PG UIF QSFTFOU QBQFS JT UIF PCTFSWBUJPO UIBU UIF DPFGàDJFOU NVM�
UJQMZJOH UIF MPHBSJUINJD UFSN JO UIF MPH�"JSZ GVODUJPO BEET B TFDPOE DPOUSPM QBSBNFUFS BOE
UIVT UIF VOEFSMZJOH DBUBTUSPQIF IBT TPNF PG UIF DIBSBDUFS PG B DVTQ DBUBTUSPQIF UIF OFYU JO
5IPN�T IJFSBSDIZ PG DBUBTUSPQIFT CFZPOE UIF GPME 	XIJDI POMZ IBT B TJOHMF DPOUSPM QBSBNFUFS
�
5IJT GFBUVSF JT TVQQPSUFE CZ DMBTTJDBM TPMVUJPOT PG )BNJMUPO�T FRVBUJPOT EFTDSJCJOH UIF NPUJPO
PG XBWFQBDLFUT XIJDI TIPX UIBU BO FWFOU IPSJ[PO HJWFT SJTF UP B CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO
JO 	[,L
 QIBTF TQBDF XIFSF B TJOHMF TPMVUJPO CJGVSDBUFT JOUP UISFF� 5IF VOJWFSTBM XBWF GVOD�
UJPO ESFTTJOH B DVTQ DBUBTUSPQIF JT UIF 1FBSDFZ GVODUJPO CVU VOMJLF UIF 1FBSDFZ GVODUJPO UIF
MPHBSJUIN MFBET UP NBUIFNBUJDBM DPNQMJDBUJPOT JO UIF FWBMVBUJPO PG UIF JOUFHSBM SFQSFTFOUBUJPO
PG UIF TPMVUJPO TVDI BT UIF OFFE UP JOUSPEVDF CSBODI DVUT BOE NVMUJQMF 3JFNBOO TIFFUT� 8F
EFTDSJCF B TZTUFNBUJD NFUIPE GPS IBOEMJOH UIFTF DPNQMJDBUJPOT VTJOH FYQPOFOUJBM DPPSEJOBUFT
<��>� "MPOH UIF XBZXF TIBMM JEFOUJGZ JOTUBODFT PG 4UPLFT�T QIFOPNFOPO XIJDI PDDVST XIFO BO
FYQPOFOUJBMMZ TNBMM XBWF BQQFBST CFIJOE B EPNJOBOU XBWF BOE DPOTUJUVUFT UIF ARVJFUMZ CFBUJOH
IFBSU PG BTZNQUPUJDT� <��>� *O QBSUJDVMBS XF àOE UIBU UIF IPSJ[PO JUTFMG JT UIF FEHF PG B 4UPLFT
TVSGBDF HJWJOH TPNF QIZTJDBM NFBOJOH IFSF UP UIJT NBUIFNBUJDBM DPODFQU�

�� "DPVTUJD FWFOU IPSJ[POT

���� #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO

&MFNFOUBSZ FYDJUBUJPOT JO B #&$ PCFZ UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO <�� ��>
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JT UIF TQFFE PG TPVOE FYQSFTTFE JO UFSNT PG UIF NBTT N PG UIF BUPNT

BOE UIF DPNQSFTTJCJMJUZ PG UIF HBT ∂O/∂1 	O JT UIF OVNCFS EFOTJUZ BOE 1 UIF QSFTTVSF
� LD =
ND/! JT BOBMPHPVT UP UIF $PNQUPO XBWFOVNCFS 	JOWFSTF PG UIF IFBMJOH MFOHUI
 <�� ��> BOE
QSPWJEFT UIF DIBSBDUFSJTUJD TDBMF BU XIJDI UIF #PHPMJVCPW SFMBUJPO CFDPNFT EJTQFSTJWF� BU TNBMM
XBWFOVNCFST TVDI UIBU L! LD UIF SFMBUJPO SFEVDFT UP UIF MJOFBS GPSN ω = DL CVU GPS L> LD
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'JHVSF �� 4DIFNBUJD SFQSFTFOUBUJPO PG B RVBTJ�POF EJNFOTJPOBM BDPVTUJD CMBDL IPMF
GPSNFE XJUIJO B áPXJOH áVJE� 5IF CMVF DJSDMFT SFQSFTFOU UIF DPOTUJUVFOU QBSUJDMFT PG UIF
áVJE BOE UIF CMVF BSSPXT JOEJDBUF UIFJS EJSFDUJPO BOE NBHOJUVEF PG áPX� 5IF WFSUJDBM
EBTIFE MJOF BU [= � JOEJDBUFT UIF QPTJUJPO PG BO BDPVTUJD FWFOU IPSJ[PO TP UIBU UIF áPX JT
TVQFSTPOJD XIFO [< � 	JOTJEF UIF CMBDL IPMF
 BOE TVCTPOJD XIFO [> � 	PVUTJEF
� 5IF
XBWFQBDLFUT SFQSFTFOU )BXLJOH SBEJBUJPO 	QBJST PG CBDL�UP�CBDL QIPOPOT
 UIBU QSPQBH�
BUF BXBZ GSPN UIF IPSJ[PO� 0OF QIPOPO FTDBQFT BOE NPWFT SJHIUXBSET XIJMF UIF PUIFS
HFUT TXFQU MFGUXBSET JOUP UIF CMBDL IPMF�

UIF SFMBUJPO DVSWFT VQXBSET BOE IFODF JT TVQFSTPOJD PS ATVQFSMVNJOBM� JO UIF HSBWJUBUJPOBM
DPOUFYU� 5IJT JNQMJFT UIBU UIFSF BSF OP USVF FWFOU IPSJ[POT JO #&$T CFDBVTF UIFSF DBO CF XBWFT
XJUI BSCJUSBSJMZ MBSHF TQFFE� )PXFWFS UIFTF BSF FOFSHFUJDBMMZ TVQQSFTTFE BOE DSVDJBMMZ UIFSF
JT TUJMM B CJGVSDBUJPO XIFO UIF áPX TQFFE FYDFFET UIF TQFFE PG TPVOE TP UIBU FTTFOUJBMMZ UIF
TBNF QIFOPNFOB BSJTF BT JO áVJET XJUI TVCMVNJOBM EJTQFSTJPO SFMBUJPOT <�� �� �� ��>� *O B
-PSFOU[ JOWBSJBOU TZTUFN UIF EJTQFSTJPO JT QVSFMZ MJOFBS IPXFWFS UIJT MFBET UP EJWFSHFODFT BU
UIF IPSJ[PO LOPXO BT UIF USBOT�1MBODLJBO QSPCMFN XIJDI DBO CF SFTPMWFE CZ UIF JOUSPEVDUJPO
PG EJTQFSTJPO <�� �� �� �� ��m��>�

" TDIFNBUJD SFQSFTFOUBUJPO PG B MPDBMJ[FE FWFOU IPSJ[PO JO B áVJE JT TIPXO JO àHVSF �� "O
FBSMZ TVHHFTUJPO GPS FYQFSJNFOUBMMZ SFBMJ[JOH TVDI B TJUVBUJPO XBT UP DPOTJEFS B #&$ áPXJOH
BSPVOE B SJOH UIBU IBT B MPDBMJ[FE DPOTUSJDUJPO TVDI UIBU UIF áPX TQFFE JOTJEF UIF DPOTUSJDUJPO
JT GPSDFE UP JODSFBTF BCPWF UIF TQFFE PG TPVOE JO PSEFS UP NBJOUBJO UIF DVSSFOU BOE UIFSF JT OP
CVJMEVQ PG BUPNT <��>� 5IJT TFU�VQ BDUVBMMZ HFOFSBUFT UXP IPSJ[POT� B CMBDL IPMF IPSJ[PO XIFSF
UIF áVJE FOUFST UIF DPOTUSJDUJPO BOE GSPN XIJDI MPOH XBWFMFOHUI QIPOPOT DBOOPU FTDBQF BOE B
XIJUF IPMF IPSJ[PO PO UIF PUIFS TJEF XIFSF QIPOPOT DBOOPU FOUFS� *O UIF FWFOUVBM FYQFSJNFOUT
QFSGPSNFE CZ UIF 4UFJOIBVFS HSPVQ B QPUFOUJBM TUFQ 	GPSNFE CZ B MBTFS
 JT TXFQU UISPVHI B MPOH
UIJO DJHBS�TIBQFE #&$ BOE UIJT FGGFDUJWFMZ DSFBUFT B XBUFSGBMM PWFS XIJDI UIF BUPNT áPX <��>�
8F TIBMM OPU BUUFNQU UP NPEFM UIF EFUBJMT PG UIFTF TJUVBUJPOT CVU JOTUFBE DPOUFOU PVSTFMWFT XJUI
UIF TJNQMFTU UIFPSFUJDBM NPEFM BOE DPOTJEFS B RVBTJ�POF EJNFOTJPOBM #&$ XJUI B TUBUJPOBSZ
WFMPDJUZ QSPàMF V	[
 UIBU DMPTF UP UIF IPSJ[PO DIBOHFT MJOFBSMZ JO TQBDF <�� ��>

V([)≈−D+κ[ 	�


XIFSF UIF WFMPDJUZ HSBEJFOU κ 	BOBMPHVT UP UIF TVSGBDF HSBWJUZ PG B HSBWJBUJPOBM CMBDL IPMF
 JT
QPTJUJWF BOE D JT UIF TQFFE PG TPVOE BU UIF IPSJ[PO� 5IJT EFTDSJCFT B áPX GSPN SJHIU UP MFGU
XIPTF NBHOJUVEF JT MJOFBSMZ JODSFBTJOH JO UIF EJSFDUJPO PG UIF áPX� "U UIF QPJOU [= � UIF áPX
TQFFE JT UIF TBNF BT UIF TQFFE PG TPVOE BOE IFODF UIJT JT UIF MPDBUJPO PG UIF IPSJ[PO� GPS [> �
UIF áPX JT TVCMVNJOBM BOE GPS [< � JU JT TVQFSMVNJOBM 	UIF TQFFE PG TPVOE JO B #&$ NBEF
PG B EJMVUF HBT PG VMUSBDPME BUPNT JT PG UIF PSEFS PG NJMMJNFUSFT QFS TFDPOE TP UIJT JT FBTZ UP
BDIJFWF
�
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5IF GSFRVFODZ UIBU BQQFBST JO FRVBUJPO 	�
 JT UIBU JO UIF áVJE�T SFTU GSBNF CVU BO PCTFSWFS JO
UIF MBCPSBUPSZ GSBNF 	XIFSF UIF IPSJ[PO JT àYFE JO TQBDF
 XJMM TFF B %PQQMFS TIJGUFE GSFRVFODZ�
"(BMJMFBO TIJGU CFUXFFO UIF UXP GSBNFT HJWFT UIF SFMBUJPOω ′ = ω− V([)LXIFSF IFSF BOE GSPN
OPX PO XF VTF UIF VOQSJNFE OPUBUJPO UP SFQSFTFOU UIF MBCPSBUPSZ GSBNF� 5IVT ω XJMM CF UIF
GSFRVFODZ 	FOFSHZ
 PG UIF FYDJUBUJPOT TFFO GSPN UIF MBCPSBUPSZ GSBNF� *U JT DPOTUBOU JG UIF áPX JT
UJNF JOEFQFOEFOU BOE NVTU PCFZ ω ! � JO PSEFS UP CF QIZTJDBM� $POWFSTFMZ ω ′ DBO CF OFHBUJWF
BOE UIJT MFBET UP BO BOBMPHZ UP BOUJQBSUJDMFT�

���� /POEJTQFSTJWF DBTF� USBOT�1MBODLJBO TJOHVMBSJUZ

8F XJMM àSTU DPOTJEFS UIF MPOH XBWFMFOHUI OPOEJTQFSTJWF SFHJNF XIFSF UIF OPOMJOFBS UFSNT JO
UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO DBO CF JHOPSFE� 5IF MJOFBSJ[FE EJTQFSTJPO SFMBUJPO JO UIF
MBCPSBUPSZ GSBNF JT HJWFO CZ

(
ω− V([)L

)�
= D�L�. 	�


*O UIF MJNJU XIFSF UIF áPX WBSJFT WFSZ MJUUMF PWFS UIF XBWFMFOHUI PG UIF QSPEVDFE TPVOE XBWFT
POF DBO VTF B SBZ QJDUVSF 	HFPNFUSJDBM BDPVTUJDT
� 5SFBUJOH ω([,L) JO FRVBUJPO 	�
 BT B )BNJMUP�
OJBO GVODUJPO )BNJMUPO�T FRVBUJPOT SFBE

E[
EU

=
∂ω

∂L
,

EL
EU

=−∂ω
∂[

. 	�


5IFTF SBZT EFTDSJCF UIF DFOUFS PG NBTT NPUJPO 〈[〉(U) BOE 〈L〉(U) PG XBWFQBDLFUT <�� ��>�
&RVBUJPO 	�
 DBO CF OVNFSJDBMMZ JOUFHSBUFE JO UJNF TUBSUJOH GSPN BO JOJUJBM DIPJDF PG QPTJ�
UJPO BOE XBWFOVNCFS ([J,LJ) BOE JO UIF MFGU JNBHF PG àHVSF � XF IBWF QMPUUFE UIF USBKFDUPSJFT
GPS UXP EJGGFSFOU JOJUJBM DPOEJUJPOT POF KVTU JOTJEF BOE POF KVTU PVUTJEF UIF IPSJ[PO UIF JEFB
CFJOH UIBU UIFTF TIPX UIF GBUF PG TQPOUBOFPVT FYDJUBUJPOT TUBSUJOH OFBS [= �� 8F TFF UIBU JO UIF
QIBTF TQBDF QSPWJEFE CZ UIF DBOPOJDBM WBSJBCMFT 	[ L
 UIF IPSJ[PO CFIBWFT MJLF B IZQFSCPMJD
àYFE QPJOU� SBZT NPWF BXBZ GSPN UIF IPSJ[PO BOE UFOE BTZNQUPUJDBMMZ UP [=±∞ XIJMTU UIF
NBHOJUVEF PG UIFJS XBWFOVNCFST BSF SFEVDFE BTZNQUPUJDBMMZ UP [FSP 	SFE TIJGUJOH
� 5IFTF UXP
TPMVUJPOT DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF DMBTTJDBM NBOJGFTUBUJPO PG )BXLJOH QBJS QSPEVDUJPO XIFSF
POF FYDJUBUJPO FTDBQFT UIF CMBDL IPMF BOE UIF PUIFS JT USBQQFE JOTJEF <��>� *OEFFE CPUI TPMV�
UJPOT IBWF UIF TBNF 	QPTJUJWF
 WBMVF PG UIF MBC GSBNF GSFRVFODZ ω CVU IBWF EJGGFSFOU TJHOT PG
UIF áVJE SFTU GSBNF GSFRVFODZ ω ′ = ω− V([)L BOE IFODF DBO CF DPOTJEFSFE UP CF B QBSUJDMF�
BOUJQBSUJDMF QBJS� *G XF JOTUFBE SVO UIF UJNF FWPMVUJPO CBDLXBSET XF àOE UIBU UIFTF TPMVUJPOT
PG UIF MJOFBS NPEFM USBDL CBDL UP UIF IPSJ[PO XIFSF UIFZ EFWFMPQ XBWFOVNCFST PG JOàOJUFMZ
MBSHF NBHOJUVEF ±L� 5IJT JT UIF USBOT�1MBODLJBO QSPCMFN XIFSF UIF IPSJ[PO TFFNT UP DPOOFDU
MPX FOFSHZ QIZTJDT UP JOàOJUFMZ IJHI FOFSHZ QIZTJDT�

8F IBWF POMZ JODMVEFE UIF QPTJUJWF SPPUT PG FRVBUJPO 	�
 JO àHVSF �� 5IF OFHBUJWF SPPU BMTP
HJWFT B QIZTJDBM TPMVUJPO IPXFWFS JU EFTDSJCFT XBWFT UIBU NPWF XJUI UIF áPX XIJDI QBTT
UISPVHI UIF IPSJ[PO SFMBUJWFMZ VOEJTUVSCFE BOE TP XJMM OPU CF JODMVEFE IFSF OPU MFBTU CFDBVTF
UIFZ BSF BMNPTU DPNQMFUFMZ EFDPVQMFE GSPN UIF )BXLJOH FGGFDU <�� ��>� )PXFWFS JODMVEJOH
UIFTF PUIFS TPMVUJPOT JT JNQPSUBOU JG POF XBOUT UPUBM NPNFOUVN

∑
J LJ BOE UPUBM FOFSHZ

∑
Jω−

V([)LJ DPOTFSWBUJPO JO UIF áVJE SFTU GSBNF 	UIF MBCPSBUPSZ GSBNF GSFRVFODZ ω JT BVUPNBUJDBMMZ
DPOTFSWFE CZ )BNJMUPO�T FRVBUJPOT
�

*O UIF MFGU QMPU PG àHVSF � XF IBWF JOUSPEVDFE UIF OPUBUJPO φPVU
L BOE φPVU

−L UP MBCFM UIF UXP TPMV�
UJPOT� 5IJT JT BEBQUFE GSPN UIF QBQFS CZ $PVUBOU 1BSFOUBOJ BOE 'JOB[[J 	$1'
 <��> VQPOXIJDI
NVDI PG UIF QSFTFOU XPSL JT CBTFE� *O QBSUJDVMBS XF VTF B XBWF TDBUUFSJOH GPSNBMJTN XIFSF
APVU� JOEJDBUFT UIBU B XBWF JT NPWJOH BXBZ GSPN UIF IPSJ[PO 	JO FJUIFS EJSFDUJPO
 XIFSFBT
UIF TVCTDSJQU ±L JOEJDBUFT XIFUIFS UIF XBWF IBT B QPTJUJWF PS OFHBUJWF XBWFOVNCFS� *O UIF

�
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'JHVSF �� -FGU� 4PMVUJPOT PG )BNJMUPO�T FRVBUJPOT 	FRVBUJPO 	�

 GPS MJOFBS EJTQFSTJPO
	FRVBUJPO 	�

 XJUI B àOJUF WBMVF PG ω> �� 5IF QMPU JT JO UIF 	[ L
 QIBTF TQBDF EFTDSJC�
JOH UIF QPTJUJPO BOE XBWFOVNCFS PG XBWFQBDLFUT� 5IF #&$ JT áPXJOH GSPN SJHIU UP MFGU�
UIF SJHIU IBOE TJEF PG UIJT àHVSF JT PVUTJEF UIF CMBDL IPMF BOE UIF MFGU IBOE TJEF JT JOTJEF
JU� 5IF SFE BOE CMVF CSBODIFT φPVU

±L BSF DMBTTJDBM BOBMPHVFT PG )BXLJOH QBJST UIBU QSPQBH�
BUF BXBZ GSPN UIF IPSJ[PO UPXBSET [=±∞� 5IF XBWFOVNCFST EJWFSHF BU UIF IPSJ[PO�
3JHIU� 4BNF BT UIF MFGUNPTU QMPU CVU OPX GPS B OPOMJOFBS EJTQFSTJPO 	FRVBUJPO 	�

� 5IF
SFTVMUJOH CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO JT UIF TUSVDUVSF BTTPDJBUFE XJUI B DVTQ DBUBTUSPQIF�
#PUI TPMVUJPOT TUBSU BU UIF JOJUJBM QPJOU [J BOE UIF DSJUJDBM QPJOU [D NBSLT UIF UVSOJOH QPJOU
PG UIF CMVF CSBODI BOE JT UIF MPDBUJPO PG B DBVTUJD XIFSF UXP SFBM TPMVUJPOT NFSHF UP
CFDPNF UXP DPNQMFY SBZT� 0G UIFTF POMZ UIF EFDBZJOH DPNQMFY SBZ φPVU

↓ JT QIZTJDBM BOE
JT EFOPUFE CZ UIF HSBZ EBTIFE MJOF�

EJTQFSTJWF QSPCMFN XF USFBU JO UIF OFYU TFDUJPO XF XJMM BMTP IBWF AJO� XBWFT UIBU QSPQBHBUF
UPXBSET UIF IPSJ[PO� 'JOBMMZ XF OPUF UIBU XJUIJO UIF MJOFBS UIFPSZ UIF UXP TJEFT PG UIF IPSJ[PO
BSF EJTDPOOFDUFE� USBKFDUPSJFT DBOOPU DSPTT UIF IPSJ[PO�

���� 8BWF UIFPSZ JO UIF OPOEJTQFSTJWF DBTF� MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUZ

5P PCUBJO UIF FGGFDUJWF XBWF FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT UIFTF XBWFT XF XJMM GPMMPX #FSSZ <�> BOE
USFBU UIF GSFRVFODZ ω([,L) BT B )BNJMUPOJBO XIJDI DBO CF DBOPOJDBMMZ RVBOUJ[FE� ω([,L)→
ω̂([̂, L̂)XIFSF [→ [̂ BOE L→ L̂=−J∂[� 6TJOH FRVBUJPO 	�
 XF àOE UIBU 4DISÕEJOHFS�T FRVBUJPO
ω̂ψ = ωψ GPS UIJT TZTUFN UBLFT UIF GPSN

−Jκ[∂[ψ([,ω) = ωψ([,ω) 	�


	UIF RVFTUJPO PG PQFSBUPS PSEFSJOH JO UIJT FRVBUJPO JT BEESFTTFE JO <� ��>
� 5IJT FRVBUJPO
EFTDSJCFT B TUBUJPOBSZ TPMVUJPO ψ([,ω, U) = ψ([,ω)F−JωU XIFSF

ψ([,ω) = "FJ
ω
κ MO([), 	�


BOE " JT B DPOTUBOU� 5IF MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUZ BU UIF IPSJ[PO NFBOT UIF QIBTF JT
VOEFàOFE UIFSF BOE JT B GVSUIFS NBOJGFTUBUJPO PG UIF USBOT�1MBODLJBO QSPCMFN� /PUF UIBU XF
IBWF FYQMJDJUMZ JODMVEFE UIF FJHFOWBMVF ω XJUIJO UIF BSHVNFOU PG ψ UP MBUFS NBLF DPOOFDUJPOT
UP DBUBTUSPQIF UIFPSZ�

�
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���� $MBTTJDBM TPMVUJPOT JO UIF EJTQFSTJWF DBTF� CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO

*O UFSNT PG UIF MBCPSBUPSZ GSFRVFODZ ω UIF GVMM #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO JT

ω− V([)L=±DL

√

�+
L�

�L�D
. 	�


8F XJMM BHBJO LFFQ POMZ UIF QPTJUJWF SPPU BOE GVSUIFSNPSF XJMM FYQBOE UIF SJHIU IBOE TJEF BOE
LFFQ POMZ UIF àSTU OPOMJOFBS UFSN� 5IJT JT TVGàDJFOU UP DBQUVSF UIF FTTFOUJBM QIZTJDT 	B DBVTUJD
XIFSF UXP PS UISFF XBWFT DPBMFTDF EFQFOEJOH PO XIFUIFS ω (= � PS ω= � SFTQFDUJWFMZ
� 8F
UIFSFGPSF XPSL XJUI UIF DVCJD EJTQFSTJPO SFMBUJPO

ω− V([)L≈ DL+ DL�

�L�D
. 	�


5IF USBKFDUPSJFT UIJT HFOFSBUFT WJB )BNJMUPO�T FRVBUJPOT BSF QMPUUFE JO UIF SJHIU JNBHF PG
àHVSF �� 5IF JOJUJBM DPOEJUJPOT ([J,LJ) BSF JOEJDBUFE CZ CMBDL EPUT BOE UIJT UJNF XF DIPPTF
UIF JOJUJBM QPTJUJPO [J GPS CPUI USBKFDUPSJFT UP CF JOTJEF UIF IPSJ[PO BT UIJT BMMPXT B GVMMFS QJDUVSF
PG UIF EZOBNJDT� JG UIF QPTJUJWF L CSBODI 	SFE
 XFSF UP TUBSU PVUTJEF PG UIF IPSJ[PO JU XPVME
DPOUJOVF UP QSPQBHBUF UP UIF SJHIU BXBZ GSPN UIF IPSJ[PO XIFSFBT IFSF XF TFF UIBU JU QBTTFT
UISPVHI UIF IPSJ[PO� 5IVT UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO SFMBUJPO BMMPXT UIF DPOOFDUJPO PG UIF
JOTJEF BOE PVUTJEF PG UIF CMBDL IPMF� *O GBDU DPNQBSJTPO PG CPUI UIF MFGU BOE SJHIU QMPUT JO
àHVSF � TIPXT UIBU UIF FGGFDU PG OPOMJOFBSJUZ JT UP HFOFSBUF B CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO TVDI
UIBU GPS TPNF WBMVFT PG [ JOTJEF UIF IPSJ[PO UIFSF BSF UISFF EJGGFSFOU QPTTJCMF WBMVFT PG L� 5IF
TUSVDUVSF PG UIF TPMVUJPOT NFBOT UIF EJWFSHFODF PG UIF XBWFOVNCFST BU UIF IPSJ[PO JT OPX
FMJNJOBUFE CVU EFTQJUF UIJT DIBOHF UIF )BXLJOH QSPDFTT JT SPCVTU UP UIF JOUSPEVDUJPO PG EJTQFS�
TJPO CFDBVTF BU MBSHF MFOHUI TDBMFT XF TUJMM IBWF B QBJS PG PVUHPJOH TPMVUJPOT φPVU

±L BOE POMZ UIF
OFBS�IPSJ[PO CFIBWJPS JT TUSPOHMZ NPEJàFE <�� �� ��m��>�

-JLF JO UIF MJOFBS DBTF UIF OFHBUJWF L TPMVUJPOT 	CMVF
 JO UIF MFGU QMPU PG àHVSF � DPSSFT�
QPOE UP BOUJQBSUJDMFT CFDBVTF ω ′ < � XIFO L< �� 5IFJS EZOBNJDT SFTUSJDUT UIFN UP CF JOTJEF
UIF IPSJ[PO CVU UIJT UJNF UIFZ DBO USBWFM JO FJUIFS EJSFDUJPO� 8F SFDBMM UIBU UIF NPUJPO PG
XBWFQBDLFUT JT EJDUBUFE CZ UIF HSPVQ WFMPDJUZ Eω/EL= Eω ′/EL+ V([) BOE CFBSJOH JO NJOE
UIBU JO PVS TFUVQ V([)< � UIJT NFBOT Eω/EL DBO CF QPTJUJWF PS OFHBUJWF JSSFTQFDUJWF PG UIF
TJHO PG L BMUIPVHI GPS B MBSHF FOPVHI NBHOJUVEF PG L JU XJMM BMXBZT CF QPTJUJWF EVF UP UIF
TVQFSMVNJOBMJUZ PG UIF #PHPMJVCPW EJTQFSTJPO� 5IF DSJUJDBM QPJOU [D TIPXO JO UIF SJHIU QMPU
PG àHVSF � NBSLT UIF QMBDF XIFSF φJO

−L UVSOT BSPVOE BOE CFDPNFT φPVU
−L XIJDI JT B DBVTUJD

CFDBVTF UVSOJOH QPJOUT BSF QMBDFT XIFSF UXP TPMVUJPOT DPBMFTDF� 5IJT DPBMFTDFODF AJOUFSBDUT�
TUSPOHMZ XJUI UIF UIJSE TPMVUJPO QSPWJEFE CZ UIF QPTJUJWF L CSBODI UP HJWF UIF CSPLFO QJUDIGPSL
TUSVDUVSF� 5IJT JT UIF TJHOBUVSF PG B DVTQ�UZQF DBUBTUSPQIF XIJDI IBT UXP DPOUSPM QBSBNFUFST�
POF EFUFSNJOFT XIFSF XF BSF JO UIF CJGVSDBUJPO 	UIF [ DPPSEJOBUF
 BOE UIF PUIFS EFUFSNJOFT
UIF EFHSFF UP XIJDI UIF QJUDIGPSL JT CSPLFO 	UIJT XJMM UVSO PVU UP CF ω
� 3JHIU BU UIF DVTQ
QPJOU JUTFMG XIJDI PDDVST BU ω= � BOE [= � 	TFF àHVSF �
 XF àOE BO VOCSPLFO QJUDIGPSL
XIFSF BMM UISFF TPMVUJPOT DPBMFTDF� 5IF DBVTUJD BU [D BMTP NBSLT UIF QPJOU XIFSF UXP DPN�
QMFY SBZT BQQFBS� 0OF JT QIZTJDBMMZ SFBTPOBCMF TJODF JU DPSSFTQPOET UP B EFDBZJOH NPEF φPVU

↓ �
5IF PUIFS DPSSFTQPOET UP B HSPXJOH NPEF φPVU

↑ TP XF EP OPU JODMVEF JU JO PVS DPOTJEFSBUJPOT
<��>�

�
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���� -FOHUI TDBMF BTTPDJBUFE XJUI RVBOUVN FGGFDUT

5IF XBWF GVODUJPO GPS UIF EJTQFSTJPOMFTT DBTF HJWFO JO FRVBUJPO 	�
 JT TDBMF GSFF BOE IBT OP
JOUSJOTJD MFOHUI TDBMF UP DVU PGG UIF MPHBSJUINJD EJWFSHFODF� )PXFWFS UIF QSFTFODF PG LD JO UIF
EJTQFSTJWF DBTF BMMPXT UIF JOUSPEVDUJPO PG B OFX MFOHUI TDBMF

E=
(

D
�L�Dκ

)�/�

	�


XIJDI QSPWJEFT UIF DIBSBDUFSJTUJD EJTUBODF PWFS XIJDI UIF IPSJ[PO CFDPNFT TNFBSFE PVU <��>�
'PS UIF SFNBJOEFS PG UIJT XPSL XF XJMM XPSL JO VOJUT XIFSF MFOHUIT BSF TDBMFE CZ E BOE UJNFT
BSF TDBMFE CZ κ−��

[
E
→ [ , κ U→ U , LE→ L ,

ω

κ
→ ω. 	��


5IF MFOHUI E IBT B RVBOUVN PSJHJO CFDBVTF JU EFQFOET PO UIF $PNQUPO XBWFMFOHUI I/ND
XIJDI TFUT UIF TDBMF CFMPX XIJDI QBJS DSFBUJPO CFDPNFT JNQPSUBOU� 5IF SPMF UIBU E QMBZT JO
SFHVMBUJOH UIF MPHBSJUINJD QIBTF TJOHVMBSJUZ TVHHFTUT UIBU JU JT �OE RVBOUJ[BUJPO PG UIF DMBTTJDBM
XBWF UIFPSZ UIBU VMUJNBUFMZ SFTPMWFT PVS BOBMPHVF USBOT�1MBODLJBO QSPCMFN FWFO UIPVHI XF
EP OPU FYQMJDJUMZ �OE RVBOUJ[F JO UIJT QBQFS� *O UIF DMBTTJDBM UIFPSZ PG UIF QBJS QSPEVDUJPO UIF
OPOMJOFBSJUZ JT TVGàDJFOU UP SFHVMBUF JU�

���� 8BWF UIFPSZ JO UIF EJTQFSTJWF DBTF� MPH�"JSZ GVODUJPO

$BOPOJDBMMZ RVBOUJ[JOH FRVBUJPO 	�
 	JO TDBMFE VOJUT
 ZJFMET B UIJSE�PSEFS MJOFBS PSEJOBSZ EJG�
GFSFOUJBM FRVBUJPO JO [�TQBDF

J
(
∂�
[ − [

)
∂[ψ([,ω) = ωψ([,ω). 	��


5IJT BQQSPYJNBUFMZ EFTDSJCFT ψ([,ω) GPS CPUI TNBMM [ BOE TNBMM L BMUIPVHI XF LFFQ JO NJOE
UIBU BMUIPVHI L IBT CFFO BQQSPYJNBUFE UP CF TNBMM JU JT OPU TP TNBMM BT UP CF FRVJWBMFOU UP
UIF MJOFBS EJTQFSTJPO BQQSPYJNBUJPO ω− V([)L≈ DL� *HOPSJOH UIF OPOMJOFBS EJTQFSTJWF FGGFDUT
FRVBUFT UP SFNPWJOH UIF ∂�

[ PQFSBUPS XJUIJO UIF CSBDLFUT BOE FRVBUJPO 	��
 SFEVDFT UP UIF MJOFBS
DBTF PG FRVBUJPO 	�
 BT FYQFDUFE�

"MUIPVHI FRVBUJPO 	��
 NBZ CF TPMWFE GPS ψ([,ω) FYBDUMZ JO UFSNT PG B MJOFBS DPNCJOBUJPO
PG UISFF �'� IZQFSHFPNFUSJD GVODUJPOT JU JT NPSF JOTUSVDUJWF UP VTF B 'PVSJFS USBOTGPSN UP HJWF
BO FRVJWBMFOU JOUFHSBM SFQSFTFOUBUJPO <�� ��>

ψ([,ω)≈ "
�π

ˆ ∞

−∞

�
L
F−G(L,[,ω)EL, G(L,[,ω) =−J

[
L�/�+ L[−ωMO(L)

]
, 	��


XIFSF " JT BO BSCJUSBSZ DPNQMFY DPOTUBOU� /PUF UIBU BMUIPVHI FRVBUJPO 	��
 JT POMZ WBMJE GPS
TNBMM L XF DBO FYUFOE UIF EPNBJO UP JODMVEF BMM L ∈ (−∞,∞) CZ BTTVNJOH UIBU UIF JOUFHSBOE
JO FRVBUJPO 	��
 QSJNBSJMZ DPOUSJCVUFT OFBS L= � BOE WBOJTIFT BT L CFDPNFT MBSHFS JO CPUI UIF
±L EJSFDUJPOT� 8JUI DBSFGVM DIPJDF PG DVUT UIJT UVSOT PVU UP CF USVF JO PVS DBTF�

5IF XBWF GVODUJPO JO FRVBUJPO 	��
 JT UIF QSJNBSZ PCKFDU PG JOUFSFTU JO UIJT XPSL� 8F SFGFS
UP JU BT UIF MPH�"JSZ GVODUJPO CFDBVTF UIF DVCJD QPMZOPNJBM JO UIF FYQPOFOUJBM JO UIF JOUFH�
SBOE JT BOBMPHPVT UP UIBU PG BO "JSZ GVODUJPO <�� ��> 	TFF DIBQUFS � PG <��> GPS UIF TUBOE�
BSE NPEFSO EFàOJUJPO
 XIJDI JT UIF VOJWFSTBM XBWF GVODUJPO UIBU ESFTTFT B GPME DBUBTUSPQIF
<��m��> CVU EJGGFST EVF UP UIF QBSBNFUSJDBMMZ QSFGBDUPSFE BEEJUJPOBM MPHBSJUIN JO UIF QIBTF�
5IFSF JT B UFNQUBUJPO UP DPNCJOF UIF MPHBSJUIN XJUI UIF QPMF UFSN UP QSPEVDF B DPNQMFY PSEFS
CSBODI DVU IPXFWFS BT XF TIBMM TFF JU QSPWFT BOBMZUJDBMMZ JNQPSUBOU UP SFUBJO UIJT UFSN JO UIF
FYQPOFOU�

�
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&RVBUJPO 	��
 IBT BQQFBSFE CFGPSF JO B OVNCFS PG SFMBUFE DPOUFYUT� 5IF NPTU DMPTFMZ SFMBUFE
UP PVS QSFTFOU USFBUNFOU JT UIF TUVEZ PG CMBDL IPMF SBEJBUJPO JO -PSFOU[�WJPMBUJOH UIFPSJFT JO
UIF QBQFST CZ $PVUBOU BOE 1BSFOUBOJ <��> BOE $1' <��> XIFSF UIF DPFGàDJFOU NVMUJQMZJOH UIF
MPHBSJUINJD UFSN JT JOWFSTFMZ QSPQPSUJPOBM UP UIF TVSGBDF HSBWJUZ XIJDI JO UVSO TFUT UIF )BXLJOH
UFNQFSBUVSF� 4JNJMBS MPHBSJUINJD DBUBTUSPQIFT IBWF BMTP CFFO TUVEJFE CZ 4UPOF FU BM <�� ��>
JO UIF DPOUFYU PG BFSPBDPVTUJD OPJTF BMUIPVHI FRVBUJPO 	��
 EJGGFST GSPN <�� ��> JO UIBU JU
DPOUBJOT B �/L QPMF UFSN XJUIJO UIF JOUFHSBOE BOE JUT JOUFHSBUJPO SBOHF JT GSPN L ∈ (−∞,∞)�
"O JOUFHSBM PG UIF GPSN PG FRVBUJPO 	��
 BMTP BQQFBST JO #FSSZ <�> JO UIF DPOUFYU PG UJEBM CPSFT�
#FSSZ XPSLT JO B GSBNF PG SFGFSFODF UIBU NPWFT BMPOH XJUI UIF CPSF TVDI UIBU UIF CPSF JT
TUBUJPOBSZ XIJDI JT FRVJWBMFOU UP TFUUJOHω= �� 5IJT DPMMBQTFT FRVBUJPO 	��
 CBDL UP UIF JOUFHSBM
TUVEJFE CZ #PZE <��> XJUIPVU UIF MPHBSJUIN XJUIJO UIF QIBTF�

�� 5IF MPH�BJSZ GVODUJPO

���� 4USBUFHZ

0VS HPBM OPX JT UP JOWFTUJHBUF UIF CFIBWJPS PG FRVBUJPO 	��
 CZ DIBSBDUFSJ[JOH JUT CFIBWJPS JO
UIF ([,ω) QMBOF UISPVHI B TUVEZ PG TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT BOE 4UPLFT�T QIFOPNFOPO UIBU
EFUFSNJOF UIF QIZTJDBM SBZ BOE XBWF CFIBWJPS� 5IF OFHBUJWF L SBOHF PG UIF JOUFHSBUJPO MFBET
UP EJGGFSFODFT 	BOE TJNQMJàDBUJPOT
 GSPN UIF XPSL PG 4UPOF FU BM <�� ��>� *O QBSUJDVMBS UIF
DPNQMFY MPHBSJUIN XJUIJO UIF QIBTF SFRVJSFT B DIPJDF PG CSBODI DVU JO PSEFS UP EFàOF MO(L)
XIFO L< �� 'PMMPXJOH $1' <�� �� �� ��> UIFSF BSF UXP QIZTJDBMMZ NPUJWBUFE DIPJDFT PG
CSBODI DVU XIJDI DBO CF NBEF GPS PVS TZTUFN JO UIF DPNQMFY L�QMBOF�

	B
 BMPOH UIF OFHBUJWF JNBHJOBSZ L�BYJT MFBEJOH UP MO(L) = MO
(
|L|
)
+ Jπ XIFO L< �

	C
 BMPOH UIF QPTJUJWF JNBHJOBSZ L�BYJT MFBEJOH UP MO(L) = MO
(
|L|
)
− Jπ XIFO L< ��

8FXJMM SFGFS UP 	B
 BT UIF+Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU BOE 	C
 BT UIF−Jπ DIPJDF� 5ISPVHI MBSHF
|[| BTZNQUPUJDT PG FRVBUJPO 	��
 $1' EFUFSNJOF UIBU OPU BMM UIF XBWFT TDBUUFSFE CZ UIF IPSJ[PO
DBO CF PCUBJOFE CZ B TJOHMF DIPJDF PG CSBODI DVU BOE B EFTDSJQUJPO JOWPMWJOH DPOUSJCVUJPOT
GSPN CPUI JT SFRVJSFE� *O GBDU B DPNQMFUF TPMVUJPO PG UIF UIJSE PSEFS EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO 	��

SFRVJSFT UISFF MJOFBSMZ JOEFQFOEFOU HMPCBM NPEFT PCUBJOFE CZ EJGGFSFOU DIPJDFT PG CSBODI DVUT
BOE DPOUPVST� -VDLJMZ POF PG UIF NPEFT 	UIF POF BTTPDJBUFE XJUI UIF FYQPOFOUJBMMZ HSPXJOH
XBWF φPVU

↑ 
 JT OPU OFFEFE GPS UIF )BXLJOH QSPCMFN BOE XF XJMM JHOPSF JU IFSF�
0VS BQQSPBDI EJGGFST GSPN $1' CFDBVTF XF VTF FYQPOFOUJBM DPPSEJOBUFT UIBU BMMPX VT UP

GPDVT PO UIF OFBS IPSJ[PO CFIBWJPS JO HSFBUFS EFUBJM� *O QBSUJDVMBS $1' EFGPSN UIF DPOUPVS
PG JOUFHSBUJPO JO UIF L�QMBOF PG FRVBUJPO 	��
 UPXBSET TUFFQFTU EFTDFOU QBUIT PWFS UIF TBEEMFT�
)PXFWFS TPNF PG UIF SFTVMUJOH EFGPSNFE DPOUPVST TOBH PO UIF CSBODI DVUT BOE EP OPU JOUFS�
TFDU TBEEMFT� *O PSEFS UP TUBZ PO UIF QSJODJQBM 3JFNBOO TIFFU UIFZ NBLF UIF BQQSPYJNBUJPO
UIBU ω JT TNBMM BOE QVMM UIF MPHBSJUIN XJUIJO UIF QIBTF PVU PG UIFJS BTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPO
	TFF FRVBUJPO �� JO <��>
� 5P EFBM XJUI UIF TOBHHFE DPOUPVST UIFZ VTF BO BEEJUJPOBM BQQSPY�
JNBUJPO SFGFSSFE UP BT UIF AEPNJOBUFE DPOWFSHFODF UIFPSFN� XIJDI SFRVJSFT UIBU LD→∞ 	TP
UIBU UIF EJTQFSTJPO JT BQQSPYJNBUFE UP CF MJOFBS
� 5IFTF UXP TFQBSBUF BQQSPYJNBUJPOT SFTVMU JO
B QBSUJBM MPTT PG UIF OFBS IPSJ[PO XBWF TUSVDUVSF BMUIPVHI JU BDDVSBUFMZ EFTDSJCFT UIF BTZNQ�
UPUJD CFIBWJPS TVGàDJFOUMZ GBS GSPN UIF IPSJ[PO� #Z DPOUSBTU FYQPOFOUJBM DPPSEJOBUFT BMMPX
VT UP USFBU NVMUJQMF 3JFNBOO TIFFUT JO B USBOTQBSFOU NBOOFS BOE XF GSFFMZ QBTT UISPVHI UIF
CSBODI DVU POUP PUIFS TIFFUT XIFSF XF QJDL VQ BEEJUJPOBM TBEEMFQPJOUT JO B TUSBJHIUGPSXBSE
XBZ XJUIPVU UIF OFFE GPS BEEJUJPOBM BTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPOT� 'VSUIFSNPSF PVS NFUIPE
BMMPXT VT UP SFTPMWF DBVTUJDT 	DPBMFTDFODF PG TBEEMFQPJOUT
 BOE 4UPLFT�T QIFOPNFOPO 	TVEEFO

�
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DIBOHF PG DPOUPVS BT OFX TBEEMFQPJOUT BQQFBS
 XIJDI BSF UIF FMFNFOUBM QSPDFTTFT UIBU EFUFSN�
JOF UIF TUSVDUVSF DMPTF UP UIF IPSJ[PO�

8F TIBMM USFBU UIF MBC GSBNF GSFRVFODZ PG UIF FNJUUFE RVBOUB ω BT B SFBM QBSBNFUFS� 'PS UIF
TZTUFN JO RVFTUJPO ω JT TNBMM BOE QPTJUJWF 	UP PCTFSWF UIF )BXLJOH FGGFDU
� 5IF EFUBJMT PG UIF
DBMDVMBUJPO XJMM CF FYQMBJOFE GPS UIJT DBTF BMUIPVHI B TJNJMBS BQQSPBDI DBO CF UBLFO GPS CPUI
MBSHFS ω BOE ω< ��

���� 5IF MBSHF QBSBNFUFS TFMG�TJNJMBS TDBMJOH QSPQFSUJFT BOE UIF DMBTTJDBM MJNJU

4BEEMFQPJOU NFUIPET XPSL XFMM JO UIF TFNJDMBTTJDBM SFHJNF XIFSF UIF QIBTF PTDJMMBUFT SBQJEMZ
	BQBSU GSPN BU UIF TBEEMFQPJOU JUTFMG
� " MBSHF QBSBNFUFS λ UIBU QFSGPSNT UIF SPMF PG BO JOWFSTF
1MBODL�T DPOTUBOU !−� DBO CF JOUSPEVDFE JOUP UIF MPH�"JSZ GVODUJPO CZ DIBOHJOH WBSJBCMFT JO
FRVBUJPO 	��
 GSPN L→ T XIFSF L= λ�/�T SFTVMUJOH JO

ψ([,ω) =
"
�π

F−Jω� MOλ
ˆ ∞

−∞

�
T
F−λG(T,[,ω)ET,

G(T,[,ω) =−J
[
T�/�+ T[/λ�/�− (ω/λ)MO(T)

]
. 	��


-JLF JO UIF DBTFT PG UIF TUBOEBSE EJGGSBDUJPO JOUFHSBMT 	"JSZ 1FBSDFZ FUD
 UIJT QSPDFEVSF HJWFT
SFEFàOFE DPOUSPM QBSBNFUFST JO UIJT DBTF [/λ�/� BOE ω/λ� 5IFSFGPSF JO BEEJUJPO UP UIF SFEFàO�
JUJPOT HJWFO JO FRVBUJPO 	��
 XF IFODFGPSUI NBLF UIF GVSUIFS SFEFàOJUJPO

[
λ�/�

→ [ ,
ω

λ
→ ω . 	��


5IF QPXFST 	�/�,�
 UP XIJDI λ JT SBJTFE BSF LOPXO BT #FSSZ JOEJDFT BOE EFUFSNJOF IPX UIF
GSJOHF TQBDJOH JO UIFXBWF GVODUJPO FWPMWFT JO UIF EJSFDUJPOT TQFDJàFE CZ UIF DPOUSPM QBSBNFUFST
BT λ JT DIBOHFE <��>� 5IF JOEFY �/� NBUDIFT UIBU PG UIF "JSZ GVODUJPO CVU UIF VOJUZ QPXFS GPS
ω EPFT OPU IBWF B DPVOUFSQBSU JO UIF TUBOEBSE EJGGSBDUJPO JOUFHSBMT TFF UBCMF ������ JO <��> 	UIF
1FBSDFZ GVODUJPO IBT UIF JOEJDFT �/� BOE �/�
� "OPUIFS EJGGFSFODF UP UIF TUBOEBSE EJGGSBDUJPO
JOUFHSBMT JT UIBU UIF TDBMJOH EPFT OPU DIBOHF UIF PWFSBMM NBHOJUVEF PG ψ([,ω) TJODF UIF OFX
GBDUPS F−J(ω/�) MOλ PVUTJEF UIF JOUFHSBM JT B QVSF QIBTF UFSN� 5IJT JT EJGGFSFOU UP UIF "JSZ DBTF
GPS XIJDI UIF BNQMJUVEF EJWFSHFT BT λ�/� XIFSF UIF FYQPOFOU ��� JT UIF "SOPM�E TJOHVMBSJUZ
JOEFY <�� ��>� 'PS UIF 1FBSDFZ GVODUJPO JU JT �/�� 5IVT UIF DMBTTJDBM MJNJU λ→∞ MFBET UP BO
JOàOJUFMZ SBQJEMZ WBSZJOH QIBTF PG UIF XBWF GVODUJPO CVU EPFT OPU MFBE UP BO JOàOJUF BNQMJUVEF
BT JU EPFT GPS TUBOEBSE DBVTUJDT�

8IBU QIZTJDBM QBSBNFUFS TIPVME XF DIPPTF GPS λ 5IF OBUVSBM DIPJDF JT UIF RVBOUVN MFOHUI
TDBMF E EFàOFE JO FRVBUJPO 	��
� .PSF QSFDJTFMZ XF DIPPTF UIF EJNFOTJPOMFTT SBUJP

λ=
E�
E
, 	��


XIFSF E� JT BO BSCJUSBSZ SFGFSFODF MFOHUI TDBMF� 5IF DMBTTJDBM MJNJU JO PVS QSPCMFN JT UIFSFGPSF
E�/E→∞XIFSF QBJS DSFBUJPO PDDVST POMZ BU WBOJTIJOHMZ TNBMM MFOHUI TDBMFT BOE UIF TQFDUSVN
JT MJOFBS UP JOàOJUFMZ MBSHF WBMVFT PG UIF XBWFOVNCFS� 3FDBMMJOH UIBU [ JO FRVBUJPO 	��
 JT BMSFBEZ
TDBMFE CZ E XF àOE UIBU UIF SFEFàOFE DPPSEJOBUF JO FRVBUJPO 	��
 HSPXT BT E−�/�� *O PUIFS
XPSET UIF GSJOHF TQBDJOH JO QIZTJDBM TQBDF TISJOLT BT FYQFDUFE�

0VS BQQSPBDI UP UIF MBSHF QBSBNFUFS OFFEFE GPS UIF TBEEMFQPJOU BOBMZTJT JT EJGGFSFOU UP UIBU
FNQMPZFE JO PUIFS XPSLT TVDI BT UIBU CZ $1' XIFSF UIFJS QBSBNFUFS 	FRVBUJPO �� JO <��>
 JT
TQBUJBMMZ EFQFOEFOU BOE WBOJTIFT BU UIF IPSJ[PO� #Z DPOUSBTU PVS λ JT TQBUJBMMZ DPOTUBOU XIJDI
JT JNQPSUBOU CFDBVTF XF TFFL UP SFTPMWF UIF TBEEMFQPJOU TUSVDUVSF FWFO BU UIF IPSJ[PO�

��
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'JHVSF �� 4UFFQFTU EFTDFOU QMPUT GPS UIF MPH�"JSZ GVODUJPO JO UIF T�QMBOF XIFO ω= ��
&BDI QBOFM JT GPS B EJGGFSFOU WBMVF PG [� [< � 	JOTJEF
 [= �+ 	PO
 BOE [> � 	PVUTJEF

UIF CMBDL IPMF IPSJ[PO� 5IF EPUT EFOPUF UIF TBEEMFQPJOUT BU T=±√

[ BOE UIF QPMF BU
T= �� 5IF TUFFQFTU EFTDFOU QBUIT NVTU SVO CFUXFFO WBMMFZT 7�,�,� 	CMVF
 BT |T|→+∞
XIFSF UIF 3F[−λG(T,[,X)]< �,λ> � 	BSH(L) = �π/� BOE π/�
 TP UIBU UIF JOUFHSBM DPO�
WFSHFT� 4QFDJàDBMMZ QBUIT NVTU TUBSU JO 7� BOE FOE JO 7� CVU NBZ UBLF BO FYDVSTJPO UP
BOE GSPN UIF JOUFSNFEJBUF 7� WBMMFZ� 3FE SFHJPOT EFOPUF SFHJPOT BT |T|→+∞ XIFSF
3F[−λG(T,[,X)]> �� 5IF TUFFQFTU QBUIT QBTT PWFS UIF QPMF BU T= � GPS [" � GPSDJOH B
SFTJEVF DPOUSJCVUJPO� 5IF SFE EPUT EFOPUFT UIF WBMVFT PG [ XIFSF UIF QPMF DPOUSJCVUFT
CMBDL XIFSF JU EPFT OPU� 5IF DBTF PG ω= � TIPXO JO UIJT àHVSF JT TQFDJBM CFDBVTF UIF
IPSJ[PO BOE UIF DBVTUJD DPJODJEF 	BU [= �
�

���� ω= � DBTF BOE QPMF DPOUSJCVUJPO

5P NBLF B MJOL XJUI QSFWJPVT XPSL XF àSTU TUVEZ UIF DBTF XIFO ω= � XIJDI JT SFMBUFE UP
B [FSP�FOFSHZ ATPGU NPEF�� *O UIBU DBTF UIF MPHBSJUINJD UFSN JO FRVBUJPO 	��
 WBOJTIFT BOE JU
SFWFSUT UP BO JOUFHSBM XIJDI BQQFBSFE JO #FSSZ <�> JO UIF DPOUFYU PG UJEBM CPSFT� 5IF JOUFHSBOE
UIFO CFDPNFT FGGFDUJWFMZ BO "JSZ�GVODUJPO FYQPOFOU XJUI B QPMF BOE NBZ CF FWBMVBUFE BT BO
JOUFHSBM PG UIF "JSZ GVODUJPO JUTFMG BOE XBT TUVEJFE CZ #PZE <��>�

5IJT JOUFHSBM DPOUBJOT UISFF BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT UXP GSPN UIF TBEEMFQPJOUT BOE POF
GSPN UIF QPMF TFF àHVSF �� 5IFSF JT CVU B TJOHMF DBVTUJD QPJOU BU [= � XIFSF UIF UXP TBEEMFT
DPBMFTDF XJUI UIF QPMF BU T= �� "T [ SVOT GSPN [< � UP [> � UIF TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVST JO
UIF T�QMBOF XJMM EFGPSN BOE SFDPOOFDU BT JT UIF DBTF GPS UIF "JSZ GVODUJPO� "T UIF TZTUFN QBTTFT
UISPVHI [= � UIF DPOUPVST VOBWPJEBCMZ DSPTT UIF QPMF BOE TP HFOFSBUF BO BEEJUJPOBM SFTJEVF
DPOUSJCVUJPO FTTFOUJBM GPS UIF TUFQ GVODUJPO PG UIF JOJUJBM EBUB JO UIF DBTF PG UIF CPSF� 5IF PWFSBMM
SFTVMU JT UIF XFMM LOPXO CPSF GPSN PG B TUFQ GVODUJPO NPEVMBUFE CZ BO "JSZ GVODUJPO�

#Z DPOUSBTU XF TIBMM TFF GPS ω (= � CFMPX UIBU BMUIPVHI UIF XBWFGPSN BU àYFE [NJNJDT UIBU
PG B CPSF UIF SJTF JO UIF PWFSBMM NBHOJUVEF GPS [< � JT OPU EVF UP UIF QPMF� 3BUIFS BO FRVJWBMFOU
BOBMZTJT TIPXT UIBU TUFFQFTU QBUIT JO UIF T�QMBOF EP OPU FWFS DSPTT UIF QPMF BU T= �� 5IFZ EFGPSN
BSPVOE JU CVU OFWFS HFOFSBUF B SFTJEVF GSPN JU� 5IF NPEVMBUFE TUFQ GVODUJPO BQQFBSBODF PG UIF
FYBDU SFTVMU DBO CF TFFO UP CF HFOFSBUFE GSPN QBJST PG TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT XIFSF POF PG
UIF TBEEMFT DPNFT GSPN BEKBDFOU 3JFNBOO TIFFUT�

���� 4JNJMBSJUZ UP DVTQ DBUBTUSPQIF

8F OPX TUVEZ UIF DBTF PG ω (= �� 5IF MPDBUJPO PG UIF TBEEMFQPJOUT PO UIF QSJODJQBM TIFFU PG UIF
L�QMBOF JT HJWFO CZ ∂T G(T,[,ω) = �� 'PS àYFE ω (= � UIF MPDBUJPOT PG UIF TBEEMFT TK BSF UIFSFGPSF
HJWFO CZ

T�K + [−ω/TK = �, ⇒ T�K + [TK−ω = �, K= �,�,�. 	��


��
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'JHVSF �� -FGU� .PEVMVT PG UIF 1FBSDFZ GVODUJPO GPS λ= � BT EFàOFE CZ FRVBUJPO 	��
�
5IF CMBDL DVSWF JOEJDBUFT UIF DVTQ DBVTUJD XIFSF UXP XBWFT DPBMFTDF FYDFQU BU UIF WFSZ
UJQ 	PSJHJO
 XIFSF UISFF XBWFT DPBMFTDF� 5IF SFE DVSWF JOEJDBUFT UIF 4UPLFT TFU <��>
XIFSF BO FWBOFTDFOU XBWF JT CPSO� 3JHIU� 5IF OVNCFS PG XBWFT 	TBEEMFT
 JO FBDI SFHJPO
SFMBUJWF UP UIF DVTQ DBVTUJD BOE UIF 4UPLFT TFU� 5IF OPUBUJPO AXBWF� JT TIPSU GPS ASFBM
XBWF� 	J�F� OPO�FWBOFTDFOU
�

)FODF UIF QSFTFODF PG UIF MPHBSJUIN JODSFBTFT UIF OVNCFS PG TBEEMFQPJOUT CZ POF UP UISFF
SBUIFS UIBO UIF UXP VOEFSQJOOJOH UIF "JSZ GVODUJPO� 5IVT XF FYQFDU UIF BOBMZUJDBM TLFMFUPO PG
UIF MPH�"JSZ GVODUJPO FRVBUJPO 	��
 UP CF NPSF BLJO UP UIBU PG UIF OFYU NPTU DPNQMFY GVODUJPO
JO UIF DBUBTUSPQIF UIFPSZ IJFSBSDIZ UIF DVTQ XIPTF XBWFGPSN JT HJWFO CZ UIF 1FBSDFZ GVODUJPO
<�� �� �� ��>

Ψ$VTQ(Z,Y;λ) =

√
λ

�π

ˆ ∞

−∞
FJλ(T

�/�+ZT�/�+YT)ET, 	��


1F(Z,Y) =Ψ$VTQ(Z,Y;�) .

5IF EJGGSBDUJPO QBUUFSO HFOFSBUFE CZ UIJT JOUFHSBM JT EFQJDUFE JO UIF MFGU IBOE QBOFM PG àHVSF �
BOE GFBUVSFT B UXP EJNFOTJPOBM TFU PG GSJOHFT HFOFSBUFE CZ UISFF XBWF JOUFSGFSFODF CFMPX B
DVTQ�TIBQFE DBVTUJD 	CMBDL DVSWF
� 5IF IJHIFTU JOUFOTJUZ GSJOHFT BSF DMPTF UP UIF DBVTUJD XIJDI
JT UIF QMBDF PO XIJDI UIF TBEEMFT PG FRVBUJPO 	��
 DPBMFTDF JO QBJST FYDFQU SJHIU BU UIF UJQ PG UIF
DVTQ XIFSF BMM UISFF TBEEMFT DPBMFTDF� "TZNQUPUJD FYQBOTJPOT BCPVU UIF TBEEMFQPJOUT EJWFSHF
PO UIF DBVTUJD CVU UIF FYBDU XBWFGPSN HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 JT TNPPUI� JOUFSGFSFODF CFUXFFO
UIF XBWFT SFTPMWFT UIF SBZ TJOHVMBSJUZ PO UIF DBVTUJD� 5IF PWFSBMM XBWF CFIBWJPS PG UIF 1FBSDFZ
GVODUJPO SFMBUJWF UP UIF DBVTUJD 	EFQJDUFE CZ UIF CMBDL DVSWF
 JT TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG
àHVSF �� 5IF SFE DVSWF HJWFT UIF QPTJUJPO PG UIF 4UPLFT TFU GPS UIF 1FBSDFZ GVODUJPO 	BT àSTU
GPVOE CZ 8SJHIU <��>
�

5IF SBZ MJNJU PG UIF 1FBSDFZ GVODUJPO XIJDI QSPWJEFT UIF TDBGGPME VQPO XIJDI UIF XBWFT
BSF IVOH JT PCUBJOFE GSPN UIF TBEEMFQPJOUT PG UIF FYQPOFOU PG UIF JOUFHSBOE JO FRVBUJPO 	��

XIJDI TBUJTGZ T�K + ZTK+ Y= �� 5IJT FRVBUJPO JT JEFOUJDBM UP FRVBUJPO 	��
 GPS UIF MPH�"JSZ GVOD�
UJPO XJUI 	Y Z
 QMBZJOH UIF SPMFT PG (−ω,[)� 5IJT JNQMJFT UIBU BU MFBTU BT GBS BT SFBM SBZT BSF
DPODFSOFE UIF SBZ TUSVDUVSF GPS UIF MPH�"JSZ GVODUJPO JT JEFOUJDBM UP UIBU PG UIF DVTQ�

��
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'JHVSF �� %FOTJUZ 	VQQFS SPX
 BOE TVSGBDF 	MPXFS SPX
 QMPUT PG UIF MPH�"JSZ GVODUJPO
EFàOFE CZ FRVBUJPO 	��
 	XJUI λ= �
 GPS UIF+Jπ 	MFGU DPMVNO
 BOE−Jπ 	SJHIU DPMVNO

DIPJDFT PG CSBODI DVU� 5IF XIJUF BSFBT BSF XIFSF UIF JOUFOTJUZ CFHJOT UP EJWFSHF BT ω
CFDPNFT TVGàDJFOUMZ QPTJUJWF PS OFHBUJWF EFQFOEJOH PO UIF DIPJDF PG CSBODI DVU� 5IF
CMBDL DVSWFT JO FBDI JNBHF SFQSFTFOU UIF DBVTUJD HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 BOE UIF HSFFO
EBTIFE MJOFT HJWF UIF MPDBUJPO PG UIF FWFOU IPSJ[PO BU [= � XIFSF UIF áPX WFMPDJUZ
V=−D� 5IF TDBMF JO UIF [ EJSFDUJPO IBT CFFO DPNQSFTTFE JO SFMBUJPO UP UIBU PG àHVSF �
TP BT UP TIPX UIF PTDJMMBUJPOT CFMPX UIF DBVTUJD�

5IF QPTJUJPO PG UIF DBVTUJD GPS UIF MPH�"JSZ GVODUJPO JT HJWFO CZ UIF DPOEJUJPO GPS
DPBMFTDFODF PG UXP PS NPSF TBEEMFT CZ UIF TJNVMUBOFPVT TBUJTGBDUJPO PG ∂T G(T,[,ω) = � BOE
∂�T G(T,[,ω) = �� &MJNJOBUJOH T GSPN UIFTF UXP FRVBUJPOT ZJFMET

��ω� + �[� = �. 	��


4JODF UIF SFBM TBEEMFT PG UIF MPH�"JSZ GVODUJPO PCFZ UIF TBNF FRVBUJPO BT UIPTF PG UIF 1FBSDFZ
GVODUJPO UIF DMBTTJDBM DBVTUJD TUSVDUVSF GPS UIF UXP GVODUJPOT JT BMTP JEFOUJDBM� *O GBDU UIF MPDBM
TJNJMBSJUZ UP UIF OFYU IJHIFTU GPSN JO UIF DBUBTUSPQIF IJFSBSDIZ PG GVODUJPOT XJMM CF USVF GPS BMM
TVDI DVTQPJE EJGGSBDUJPO JOUFHSBMT QFSUVSCFE CZ MPHBSJUINT JO UIFJS FYQPOFOU <��>�

%FTQJUF UIF JEFOUJDBM DBVTUJD TUSVDUVSF GPS UIF MPH�"JSZ BOE 1FBSDFZ GVODUJPOT UIFJS XBWF�
GPSNT EJGGFS TJHOJàDBOUMZ� *U JT B SFMBUJWFMZ TUSBJHIUGPSXBSE OVNFSJDBM DBMDVMBUJPO UP FWBMVBUF
UIF MPH�"JSZ JOUFHSBM JO FRVBUJPO 	��
 BOE UIF SFTVMUT GPS λ= � GPS CPUI DIPJDFT PG CSBODI DVU
BSF EJTQMBZFE JO àHVSF �� 5IF UXP EJNFOTJPOBM GSJOHF QBUUFSO PG UIF 1FBSDFZ GVODUJPO JOTJEF

��
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'JHVSF �� 1PJOUT PG JOUFSFTU JO UIF ([,ω) QMBOF SFMBUJWF UP UIF DBVTUJD 	TPMJE CMBDL DVSWF

BOE IPSJ[PO 	HSFFO EBTIFE MJOF
� &BDI QPJOU SFTJEFT JO B EJTUJODU SFHJPO BOE XJMM CF TUVE�
JFE JO EFUBJM JO àHVSFT � BOE �� 1PJOUT 	B
 SFTJEFT VQTUSFBN PG UIF IPSJ[PO PVUTJEF PG
UIF CMBDL IPMF QPJOU 	C
 SFTJEFT PO UIF IPSJ[PO BOE UIF SFNBJOJOH QPJOUT 	D
 UISPVHI
	F
 SFTJEF XJUIJO UIF CMBDL IPMF� QPJOUT 	D
 BSF CFUXFFO UIF IPSJ[PO BOE UIF DBVTUJD QPJOU
	E
 JT PO UIF DBVTUJD BOE QPJOUT 	F
 BSF EPXOTUSFBN PG UIF DBVTUJD� "MUIPVHI XF XJMM
POMZ TUVEZ UIFTF TQFDJàD QPJOUT UIF SFTQFDUJWF SFHJPOT UIFZ PDDVQZ BMTP EJTQMBZ FRVJ�
WBMFOU CFIBWJPS GPS ω> �� 'PS ω< � UIF EPNJOBODF PG DPOUSJCVUJOH TBEEMFT JT TJNQMZ UIF
PQQPTJUF PG UIF DPSSFTQPOEJOH ω> � SFHJPOT CVU XF POMZ GPDVT PO ω> � JO UIJT QBQFS�

UIF DVTQ DBVTUJD BOE JUT EBNQFE OBUVSF PVUTJEF BSF OPU SFQMJDBUFE GPS UIF MPH�"JSZ GVODUJPO�
3BUIFS GPS WBMVFT PG [ CFMPX UIF DBVTUJD UIF MPH�"JSZ GVODUJPO IBT POF EJNFOTJPOBM GSJOHFT�
'PS UIF TBNF SBOHF PG ω UIFTF BSF NPSF QSPOPVODFE GPS UIF DIPJDF PG +Jπ DVU� 'PS UIF TBNF
DIPJDF PG DVU UIF NBHOJUVEF PG FRVBUJPO 	��
 HSPXT JOEFàOJUFMZ BT ω→+∞ BOE EFDBZT XIFO
ω→−∞� 5IF PQQPTJUF JT USVF GPS UIF −Jπ DVU� UIF BNQMJUVEF HSPXT GPS ω→−∞ BOE EFDBZT
XIFO ω→∞� 8F OPX TFFL UP FYQMBJO UIJT CFIBWJPS VTJOH B TUFFQFTU EFTDFOU BOBMZTJT�

���� 4UFFQFTU EFTDFOU DPOUPVS EJBHSBNT

8F QFSGPSN B DBSFGVM TUFFQFTU EFTDFOU BOBMZTJT PG FRVBUJPO 	��
 FYUFOEJOH UIF XPSL PG $1'
<��> UP TUVEZ QBSUJDVMBS SFHJPOT PG JOUFSFTU SFMBUJWF UP UIF IPSJ[PO BOE DBVTUJD� %VF UP UIF GBDU
UIBU UIF IPSJ[PO BOE UIF DBVTUJD EP OPU DPJODJEF FYDFQU BU ω= � UIFSF JT FGGFDUJWFMZ B CSPBEFOFE
IPSJ[PO 	HBQ CFUXFFO IPSJ[PO BOE DBVTUJD
 PO UIF MFOHUI TDBMF PG E XIJDI HSPXT JO XJEUI BT
δ[∝ ω�/� <�� ��>� 5IJT CSPBEFOJOH JT TFFO JO àHVSF � BT UIF HBQ CFUXFFO UIF UVSOJOH QPJOU
MPDBUFE BU [D BOE UIF IPSJ[PO BU [= � BOE BMTP BT UIF SFHJPO CFUXFFO UIF TPMJE CMBDL BOE EBTIFE
HSFFO DVSWFT JO àHVSF ��

8F JEFOUJGZ àWF EJTUJODU QPJOUT 	B
 UISPVHI 	F
 BT JOEJDBUFE JO àHVSF � BOE XJMM BQQMZ PVS
NFUIPE BU UIFTF QPJOUT GPS FBDI DIPJDF PG CSBODI DVU TUBSUJOH XJUI UIF +Jπ DVU BMUIPVHI PVS
NFUIPE DBO KVTU BT XFMM CF BQQMJFE GPS UIF −Jπ DIPJDF 	BT XJMM MBUFS CF TIPXO
 BOE UP UIF
ω< � IBMG QMBOF� &BDI TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVS EJBHSBN JT DSFBUFE JO UIF T JOUFHSBUJPO QMBOF
GPS B QBSUJDVMBS TFU PG DPOUSPM QBSBNFUFST ([,ω)� 5P FOTVSF DPOWFSHFODF PG UIF JOUFHSBM UIF
SFBM T DPOUPVS NVTU CF EFGPSNFE JOUP QBUIT PG TUFFQFTU BTDFOU�EFTDFOU TUBSUJOH BOE FOEJOH JO
BTZNQUPUJD WBMMFZT BU JOàOJUZ 7� BOE 7� SFTQFDUJWFMZ XIFSF

3F[λG(T,[,ω)]→+∞, |T|→+∞,

QBTTJOH UISPVHI TBEEMFT TK K= �,�,� PG UIF QIBTF BOE TBUJTGZJOH

*N{λ[ G(T,[,ω)− G(TK,[,ω)]}= �.

��
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5IF TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVST NBZ UBLF FYDVSTJPOT UP BOE GSPN JOUFSNFEJBUF WBMMFZT GPS
FYBNQMF 7� PS JUT DPQJFT PO EJGGFSFOU 3JFNBOO TIFFUT� 5IF BSHVNFOUT PG T UIBU EFUFSNJOF UIF
BTZNQUPUJD WBMMFZT XJMM EFQFOE PO XIJDI DIPJDF PG DVU JT UBLFO GPS UIF MPHBSJUIN CVU DPQJFT
PO EJGGFSFOU TIFFUT XJMM BMXBZT IBWF WBMVFT PG BSH(T) TFQBSBUFE CZ �π�

%JGGFSFOU TVCTFUT PG TBEEMFT TK DBO DPOUSJCVUF BU EJGGFSFOU WBMVFT PG ([,ω)� 5IJT JT BT B SFTVMU
PG UIF UPQPMPHZ PG UIF TUFFQFTU EFTDFOU QBUIT DIBOHJOH BU B 4UPLFT�T MJOF JO UIF ([,ω) QMBOF�
5IF TUFFQFTU QBUIT FNFSHJOH GSPN UXP 	PS NPSF
 TBEEMFT J (= K DPOOFDU JO UIF DPNQMFY T�QMBOF
XIFO

*N{λ[ G(TJ,[,ω)− G(TK,[,ω)]}= �.

*G UIF OVNCFS PG TBEEMFQPJOUT DPOUSJCVUJOH UP UIF BTZNQUPUJD FYQBOTJPO PG UIF JOUFHSBM DIBOHFT
BT B 4UPLFT MJOF JT DSPTTFE UIJT JT UFSNFE B 4UPLFT�T QIFOPNFOPO TFF GPS FYBNQMF <�>�

���� +Jπ CSBODI DVU

8F TIBMM àSTU GPDVT PO UIF SFHJPO DIBSBDUFSJ[FE CZ QPJOUT F
 JO àHVSF �� 5IF TUFFQFTU EFTDFOU
DPOUPVS EJBHSBN PG FRVBUJPO 	��
 BU UIFTF QPJOUT JT HJWFO CZ UIF MFGU IBOE QMPU JO àHVSF �� 5IF
QSFTFODF PG UIF DVU DPNQMJDBUFT QSPHSFTT JO UIF T�QMBOF� 5IF EBTIFE CMBDL MJOF JOEJDBUFT UIF
+Jπ CSBODI DVU BOE BU àSTU HMBODF UIFSF TFFNT UP CF OP PCWJPVT DIPJDF PG DPOUPVS 	TPMJE CMBDL
MJOF
 TUBSUJOH JO 7� QBTTJOH UISPVHI BOZ PG UIF TBEEMFT 	CMBDL QPJOUT
 BOE FOEJOH JO 7��

$1' <��> QSPDFFEFE CZ FGGFDUJWFMZ SFNPWJOH UIF MPHBSJUINJD UFSN GSPN UIF QIBTF 	XIJDI
SFRVJSFTω UP CF TNBMM
 GPS UIF QVSQPTFT PG TBEEMFQPJOU BOBMZTJT TVDI UIBU UIF BOBMZTJT SFEVDFT UP
UIBU PG UIF "JSZ GVODUJPO NPEJàFE CZ UIF MPHBSJUINJD CSBODI DVU� 5IFZ BMMPXFE UIFJS EFGPSNFE
TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVST UP TOBH PO UIF CSBODI DVU BOE FYQBOEFE BTZNQUPUJDBMMZ BSPVOE UIBU
MPPQ DPOUPVS� 5IJT MPPQ DPOUPVS JT OPU BMPOH B QBUI PG TUFFQFTU EFTDFOU CVU JT BQQSPYJNBUFMZ
FWBMVBUFE JO UFSNT PG B DPNQMFY HBNNB GVODUJPO CZ UIF AEPNJOBUFE DPOWFSHFODF UIFPSFN�
	LD→∞
 XIJDI UP [FSPUI PSEFS JHOPSFT OPOMJOFBS EJTQFSTJWF FGGFDUT�

)FSF XF JOTUFBE DPOUJOVF UP GPMMPX UIF TUFFQFTU QBUIT FWFO BT UIFZ FODPVOUFS UIF CSBODI
DVU BOE áPX POUP BEKBDFOU 3JFNBOO TIFFUT� 5IF SFTVMU JT B DBMDVMBUJPO UIBU UIFO SFMJFT KVTU PO
TJNQMF FYQBOTJPOT BSPVOE TBEEMFQPJOUT JODMVEJOH XIFSF SFRVJSFE PO UIF OPO�QSJODJQBM TIFFU�
5IJT IBT B QPUFOUJBM GPS BO FBTJFS QIZTJDBM JOUFSQSFUBUJPO UIBO UIF MPPQ DPOUPVS BSPVOE UIF
DVU BOE BEEJUJPOBMMZ EPFT OPU OFHMFDU BOZ OFBS IPSJ[PO CFIBWJPS TJODF UIF OPOMJOFBSJUZ JO UIF
EJTQFSTJPO JT UBLFO JOUP BDDPVOU� 8F EJTDVTT UIF SFMBUJWF EJGGFSFODFT PG UIF BQQSPBDI PG $1'
<��> BOE UIJT QBQFS GVSUIFS JO UIF EJTDVTTJPO CFMPX�

5P UIBU FOE XF GPMMPX 4UPOF FU BM <��> BOE BQQMZ UIF FYQPOFOUJBM USBOTGPSNBUJPO

T= FX 	��


UP UIF JOUFHSBOE PG FRVBUJPO 	��
 UP HJWF

ψ([,ω) =
"
�π

ˆ 7�,�

7�,�

F−λG(X,[,ω)EX,

G(X,[,ω) =−J
(
F�X/�+ [FX−ωX

)
. 	��


5IJT VOGPMET UIF JOàOJUF OVNCFS PG 3JFNBOO TIFFUT BSJTJOH GSPN UIF MPHBSJUIN JO UIF DPNQMFY
T�TQBDF XIPTF CPVOEBSJFT BSF EFàOFE CZ UIF DIPJDF PG +Jπ CSBODI DVU JOUP B TJOHMF DPNQMFY
X�TQBDF� *U BMTP SFNPWFT UIF OFFE UP DPOTJEFS UIF QPMF DPOUSJCVUJPO JO UIF PSJHJOBM JOUFHSBM GPS
ω (= � 	XIFO ω= � UIJT USBOTGPSNBUJPO HFOFSBUFT B UIJSE TBEEMFQPJOU BU ω→−∞ FRVJWBMFOU
UP UIF QPMF
�

��
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'JHVSF �� -FGU� 5IF TUFFQFTU QBUIT 	TPMJE CMBDL MJOFT
 JO UIF PSJHJOBM T JOUFHSBUJPO QMBOF GPS
B DIPJDF PG DPOUSPM QBSBNFUFST 	[,ω
 DPSSFTQPOEJOH UP BMM QPJOUT 	F
 JO àHVSF � UPHFUIFS
XJUI UIF DIPJDF PG+Jπ CSBODI DVU 	EBTIFE CMBDL MJOF
� 5IF CMBDL EPUT EFOPUF UIF TBEEMF�
QPJOUT TK PG UIF QIBTF HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 BOE UIF BSSPXT JOEJDBUF UIF DPOUSJCVUJOH
	DPOWFSHJOH
 TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVST� 3JHIU� &RVJWBMFOU TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVS EJB�
HSBN JO UIF USBOTGPSNFE X�TQBDF� 5IF IPSJ[POUBM EBTIFE MJOFT EFOPUF UIF NBQQJOHT PG
UIF 	OPX OP MPOHFS
 +Jπ CSBODI DVU BOE UIF CMBDL EPUT BSF UIF VOGPMEFE TBEEMFQPJOUT
XK,O� *O CPUI UIF MFGU BOE SJHIU QBOFMT UIF MBSHFS BSSPXT JOEJDBUF DPOUSJCVUJOH DPOUPVST
PO UIF QSJODJQBM TIFFU BOE UIF TNBMMFS BSSPXT JOEJDBUF UIPTF DPOUSJCVUJOH PO BEKBDFOU
TIFFUT� *U JT DMFBS UIBU JU JT FBTJFS UP GPMMPX UIF DPOUSJCVUJOH DPOUPVS JO X�TQBDF UIBO JO
T�TQBDF�

&BDI TIFFU JT NBQQFE UP B IPSJ[POUBMMZ TUBDLFE TFNJ�JOàOJUF TUSJQ PG IFJHIU �πJ JO UIF X�
QMBOF TUBSUJOH XJUI UIJT DIPJDF PG CSBODI DVU BU X=+Jπ� "T B DPOTFRVFODF UIF X�QMBOF DPO�
UBJOT BO JOàOJUF OVNCFS PG QFSJPEJDBMMZ TUBDLFE WBMMFZT 7K,O BOE TBEEMFQPJOUT

XK,O = XK,� + �OπJ, 	��


XIFSF K= �,�,� BOE O ∈ Z EFOPUFT UIF 3JFNBOO TIFFU PO XIJDI UIF WBMMFZT PS TBEEMFT TJU
	O= � CFJOH UIF QSJODJQBM TIFFU GPS UIF+Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU
� 5IFSF JT B CBTJT PG � TBEEMF�
QPJOUT PO UIF QSJODJQBM TIFFU XJUI DPQJFT FRVBMMZ TQBDFE PVU BU B DPNQMFY EJTUBODF �πJ PO FBDI
NBQQFE TIFFU�

5IF X�QMBOF SFQSFTFOUBUJPO JT TIPXO JO UIF SJHIU IBOE QMPU JO àHVSF �� 5IF TPMJE CMBDL MJOFT
JO UIF X�QMBOF EFOPUF UIF JNBHFT PG UIF TUFFQFTU EFTDFOU DPOUPVST� 5IF IPSJ[POUBM CMBDL EBTIFE
MJOFT EFOPUF UIF NBQQJOHT PG UIF 	OPX OP MPOHFS
 +Jπ CSBODI DVU� 5IF CMVF SFHJPOT EFOPUF
UIF BTZNQUPUJD WBMMFZT PG DPOWFSHFODF BOE UIF SFE SFHJPOT BSF UIF BTZNQUPUJD IJMMT XIFSF UIF
JOUFHSBUJPO BMPOH B DPOUPVS XPVME EJWFSHF� *O X�TQBDF UIF QFSJPEJDBMMZ SFQFBUJOH WBMMFZT 7K,O
BMM MJF BMPOH UIF QPTJUJWF 3F	X
 TJEF BT X→∞� 5IF BSSPXT JO CPUI QMPUT PG àHVSF � JOEJDBUF
UIF EJSFDUJPO PG USBWFM BMPOH UIF OPX DPOUJOVPVTMZ EFGPSNFE TUFFQFTU QBUI TUBSJOH GSPN 7�,� JO
UIF QSJODJQBM TIFFU QBTTJOH UISPVHI B TVCTFU PG UIF TBEEMFT XK,O PO EJGGFSFOU 3JFNBOO TIFFUT
JG OFFET CF CFGPSF FOEJOH CBDL BU 7�,� CBDL PO UIF QSJODJQBM TIFFU�

��
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*O X�TQBDF TUBSUJOH BU 7�,� XJUIJO UIF QSJODJQBM TIFFU UIF DPOUPVS JOUFSTFDUT UIF àSTU TBEEMF
X�,� BOE SVOT PGG JOUP UIF 7�,� WBMMFZ ABCPWF JU� BMPOH UIF CPUUPN PG UIF CSBODI DVU BU X=
+Jπ� 5IF EFGPSNFE DPOUPVS UIFO SF�FNFSHFT GSPN 7�,� JOUFSTFDUT B TFDPOE TBEEMF X�,� CFGPSF
MFBWJOH UIF QSJODJQBM TIFFU UP FODPVOUFS X�,−� XIJDI JT B DPQZ PG UIF TBEEMF X�,� BU B QPJOU �πJ
WFSUJDBMMZ CFMPX PO UIF OFYU MPXFTU TIFFU� 5IF DPOUPVS UIFO UVSOT CZ B SJHIU BOHMF 	JOEJDBUJOH
4UPLFT�T QIFOPNFOPO
 CFGPSF QBTTJOH JOUP 7�,−� XIJDI JT B DPQZ PG 7�,� PO UIF MPXFS TJEF
PG CPSEFS XJUI UIF QSJODJQBM TIFFU� 5IF MBTU DPNQPOFOU PG UIF DPOUPVS SF�FNFSHFT GSPN 7�,−�

BOE QBTTFT UISPVHI TBEEMF X�,� CFGPSF àOBMMZ SVOOJOH JOUP UIF BTZNQUPUJD WBMMFZ 7�,� PO UIF
QSJODJQBM TIFFU� 5IF DPOUPVST BSF DPOTJEFSBCMZ FBTJFS UP GPMMPX JOX�TQBDF UIBO T�TQBDF BOE JU JT
TFFO UIBU BMM BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT UP UIF JOUFHSBM BSJTF GSPN TBEEMFQPJOUT 	PS UIF QPMF PVUTJEF
UIF FYQPOFOUJBM
 SBUIFS UIBO MPPQT BSPVOE CSBODI DVUT BMMPXJOH GPS B 	MPDBM
 BQQMJDBUJPO PG
DBUBTUSPQIF UIFPSZ 	UIF UPQPMPHJDBM UIFPSZ VOEFSMZJOH UIF DPBMFTFODF PG TUBUJPOBSZ QPJOUT
 UP
VOEFSTUBOE UIF QSPQFSUJFT PG UIF JOUFHSBM�

���� "TZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT

*O UFSNT PG BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT GSPN TBEEMFQPJOUT JO UIF PSJHJOBM T BOE USBOTGPSNFE X�
QMBOF XF IBWF UIF DPSSFTQPOEFODF�

X�,�←→ T�, X�,�←→ T�, X�,−�←→ T�,−�, X�,�←→ T�, 	��


XIFSF T�,−� JT UIF JNBHF PG TBEEMF T� PO UIF OFYU MPXFTU 3JFNBOO TIFFU JO UIF T�QMBOF� 5IF
BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPO GSPN UIF FYQBOTJPO BCPVU FBDI TBEEMFQPJOUXK,O BMPOH UIF EPVCMZ JOàO�
JUF TUFFQFTU EFDFOU DPOUPVS UIBU QBTTFT UISPVHI JU UBLFT UIF GPSN <�>

ψ( K,O)([,ω) =
/K,O−�∑

S=�

ψ( K,O)
S ([,ω)∼ (−�)R F

−λG K,O
√
λ

/K,O−�∑

S=�

5( K,O)
S ([,ω)
λS

, 	��


XIFSF XJUI GK,O = G(XK,O,[,ω)

5( K,O)
S ([,ω) =

Γ(S+ �/�)
�πJ

˛
XK,O

EX H(X)
( G(X,[,ω)− GK,O)S+�/�

. 	��


/K,O JT UIF OVNCFS PG UFSNT UBLFO JO UIF BTZNQUPUJD TFSJFT FYQBOTJPO GPS UIF DPSSFTQPOEJOH XK,O
TBEEMFQPJOU Γ EFOPUFT UIF HBNNB GVODUJPO H(X) = �/(�π) XIJDI EPFT OPU BDUVBMMZ EFQFOE
PO X BOE JT DPOTUBOU JO PVS DBTF BOE R= � PS � EFQFOEJOH PO UIF EJSFDUJPO PG USBWFSTBM PG
UIF DPOUPVS SFMBUJWF UP UIF DPNQVUFE 5( K,O)

S � 8IFO UIF FYQBOTJPO JT VOEFSUBLFO PWFS B TFNJ�
JOàOJUF DPOUPVS BT PDDVST BU B 4UPLFT�T QIFOPNFOPO BEEJUJPOBM UFSNT BU IBMG QPXFST PG UIF
MBSHF BTZNQUPUJD QBSBNFUFS BSF SFRVJSFE TFF <�� ��>�

5IF UFSNT JO UIF FYQBOTJPO NBZ CF DPNQVUFE WJB UIF SFTJEVF JOUFHSBM SFQSFTFOUBUJPO PG
FRVBUJPO 	��
 PS WJB UIF -BHSBOHF SFWFSTJPO NFUIPE <��>� 5IF àSTU DPVQMF PG UFSNT JO B EPVCMZ
JOàOJUF DPOUPVS FYQBOTJPO PWFS XK,O BSF�

5( K,O)
� ([,ω) =

√
�π
G ′ ′K,O

H(XK,O) =
F−Jπ/�

√
�πJ(�F�XK,O + [FXK,O)

, 	��


5( K,O)
� ([,ω) =

�
��G ′ ′�/�

√
π

�

(
��G ′ ′�H ′ ′ + �HG ′ ′ ′�− �G ′ ′(�H ′G ′ ′ ′ + HG ′ ′ ′ ′)

)∣∣∣∣
XK,O

=
F−�Jπ/�(��F�XK,O + [�)

��
√
�π(�F�XK,O + [)�/�

. 	��


��
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5IF FYQSFTTJPOT GPS GK,O BSF BMHFCSBJDBMMZ DPNQMJDBUFE BOE XJMM OPU CF XSJUUFO PVU IFSF CVU UIFZ
BOE IFODF UIF BTTPDJBUFE TBEEMFQPJOU FYQBOTJPOT BSF WBMJE GPS B HFOFSBM SBOHF PG ω� )PXFWFS
GPS UIF QVSQPTFT PG DPNQBSJTPO XJUI <��> XF POMZ OFFE UIFJS BOBMZUJDBM GPSN JO UIF TNBMM ω
MJNJU 	UIJT JT BMTP UIF SFHJNFXIFSF UIF DPVQMJOH CFUXFFO UIF QPTJUJWF BOE OFHBUJWF XBWFOVNCFS
TPMVUJPOT UIBU HJWFT UIF )BXLJOH FGGFDU JT TUSPOHFTU
�

*O PSEFS UP EFNPOTUSBUF PVS NFUIPE XF GPDVT PVS BUUFOUJPO PO QPJOUT F
 XIJDI MJF CFMPX
UIF DBVTUJD JO àHVSF � BMUIPVHI JU DBO BOE XJMM CF MBUFS BQQMJFE UP UIF SFNBJOJOH QPJOUT 	JU
DPVME BMTP CF BQQMJFE GPS ω< �
� 1PJOUT F
 DPSSFTQPOE UP TBEEMFQPJOU EJBHSBNT FRVJWBMFOU UP
UIBU PG àHVSF �� "U TVDI QPJOUT UIF QSJODJQBM TIFFU DPOUSJCVUFT UISFF SFBM 	JO T�TQBDF
 TBEEMFT
EFTDSJCJOH UISFF XBWF JOUFSGFSFODF GPS ω> � JOTJEF PG UIF IPSJ[PO BOE CFMPX UIF DBVTUJD MJLF JO
UIF 1FBSDFZ GVODUJPO� )PXFWFS IFSF UIF PVUFS UXP TBEEMFT JO UIF MFGU�IBOE QMPU PG àHVSF � HJWF
DPOUSJCVUJPOT UIBU EPNJOBUF UIF UIJSE MFBEJOH UP UIF "JSZ�MJLF JOUFSGFSFODF QBUUFSO PCTFSWFE
JO UIF ω> � SFHJPO PG UIF ψ+Jπ QMPUT JO àHVSF �� 'VSUIFSNPSF UIJT BQQSPBDI BMTP SFWFBMT UIF
QSFTFODF PG B DPOUSJCVUJPO GSPN B GPVSUI TBEEMF X�,−�� *O UIJT XBZ XF àOE UIBU GPS UIF +Jπ
CSBODI DVU BU QPJOUT F
 UIF GPSNBM BTZNQUPUJD FYQBOTJPO ψ(F)

+Jπ([,ω) UBLFT UIF GPSN

ψ(F)
+Jπ([,ω)∼ ψ(�,�)([,ω)+ψ(�,�)([,ω)+

�
�
ψ(�,−�)([,ω)+ψ(�,�)([,ω). 	��


5IF DPOUSJCVUJPO GSPN X�,−� JT FYQPOFOUJBMMZ TNBMMFS UIBO UIBU GSPN X�,� CZ B GBDUPS F−�λπω

	ω> �
� 4VDI SFBM FYQPOFOUJBM GBDUPST BSF BTTPDJBUFE XJUI QBJS QSPEVDUJPO <�� �� ��>� 5IF
GBDUPS PG ��� JT EVF UP UIF QSFTFODF PG UIF 4UPLFT�T QIFOPNFOPO XIJDI NBZ CF JOGFSSFE
GSPN UIF DPOUPVS JOUFSTFDUJOH UIJT TBEEMF NBLJOH B TVEEFO TIBSQ AEPH�MFH� UVSO BT JU FODPVO�
UFST UIF TBEEMF 	TFF UIF SJHIU IBOE QBOFM JO àHVSF �
 B DIBSBDUFSJTUJD TJHOBUVSF PG B 4UPLFT�T
QIFOPNFOPO�

%VF UP UIF GBDU UIBU UIF 5( K,O)
S ([,ω) FGGFDUJWFMZ POMZ EFQFOE PO EFSJWBUJWFT PG G(X,[,ω) BU

XK,O JU JT FBTZ UP TFF UIBU GPS FBDI S

5(�,�)
S ([,ω) = 5(�,−�)

S ([,ω). 	��


5BLJOH JOUP BDDPVOU UIF SFMBUJWF TFOTF PG UIF USBWFSTBM PG UIF DPOUPVST PWFS X�,� BOE X�,−� XF
àOE UIBU FRVBUJPO 	��
 TJNQMJàFT BU MFBEJOH PSEFS UP

ψ(F)
+Jπ([,ω)

∼ �√
λ

{
F−λG (�,�)5(�,�)� +

(
�+

�
�
F−�λπω

)
F−λG (�,�)5(�,�)

� + F−λG (�,�)5(�,�)
�

}
. 	��


'SPN FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
XF TFF UIBU JO UIF OPUBUJPO PG <��> UIFJSω/κ GBDUPST BSF FRVJWBMFOU
UP PVS λω GBDUPST� *O PSEFS UP DPNQBSF BHBJOTU UIF SFTVMUT PG $1' XF PCTFSWF UIBU XF OFFE UP
DPOTJEFS UIF TNBMM ω SFHJNF� UBLJOH UIF MJNJU ω→ �+ PG GK,O BOE 5

( K,O)
�  XF àOE UIBU UIF GBDUPST

UIBU DPOUSJCVUF UP FRVBUJPO 	��
 DBO CF XSJUUFO BT

F−λG (�,�)5(�,�)
� ∼ F+

�
� Jλ|[|�/�

|[|−Jλω/�FλπωF+�Jπ/�

�
√
π|[|�/�

, 	��


F−λG (�,�)5(�,�)
� ∼ FJλωF−Jλω MPHω|[|JλωFJπ/�Fλπω√

�πω
, 	��


F−λG (�,�)5(�,�)
� ∼ F−

�
� Jλ|[|�/�

|[|−Jλω/�F−�Jπ/�

�
√
π|[|�/�

. 	��


6Q UP PWFSBMM QSFGBDUPST 	TFF BMTP UIF OFYU QBSBHSBQI
 FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
 BSF DPOTJTUFOU
XJUI UIF SFTVMUT HJWFO JO FRVBUJPOT �� BOE �� PG <��> SFTQFDUJWFMZ XJUI UIF JEFOUJàDBUJPO PG

��
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$1'�T∆([) = |[|�/�� 5IF SFNPWBM JO <��> PG UIF MPH UFSN GSPN UIF FYQPOFOU CFGPSF VOEFSUBLJOH
B TUFFQFTU EFTDFOU BQQSPBDI BTTVNFT CPUI |[|/ � BOE |[|/ ω�/� <�� ��> BOE JT DPOTJTUFOU
XJUI UIF TNBMM ω BQQSPYJNBUJPO NBEF IFSF� )PXFWFS PVS SFUFOUJPO PG UIF MPHBSJUIN JO UIF
FYQPOFOU JODSFBTFT UIF SBOHF PG WBMJEJUZ PG UIF SFTVMUT JO ω 	BMCFJU BU UIF FYQFOTF PG BMHFCSBJD
DPNQMFYJUZ
� " DPOTFRVFODF PG SFNPWJOH UIF MPHBSJUIN GSPN UIF TBEEMFQPJOU FYQPOFOU JO <��>
JT UIBU BMUIPVHI UIJT HJWFT BO BDDVSBUF BTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPO GPS MBSHF FOPVHI [ JU EPFT OPU
DBQUVSF UIF QSFTFODF PG B TFQBSBUF IPSJ[PO BOE DVTQ DBVTUJD�

"T XF OPX FYQMBJO PVS FRVBUJPO 	��
 NVMUJQMJFE CZ UIF (�+ F−�λπω/�) GBDUPS GSPN
FRVBUJPO 	��
 JT FRVJWBMFOU UP $1'�T NPSF DPNQMJDBUFE MPPLJOH UIJSE DPOUSJCVUJPO XIJDI JT
HJWFO CZ FRVBUJPO �� JO <��>� *O UIBU QBQFS FRVBUJPO �� EPFT OPU DPNF GSPN B TBEEMFQPJOU DPO�
USJCVUJPO CVU JOTUFBE GSPN B MPPQ DPOUPVS BSPVOE UIF DVU BMPOH−JR JO UIF T�QMBOF 	UIF MFGU JNBHF
JO UIFJS àHVSF �
� 5IF BVUIPST UIFO BQQMZ UIF EPNJOBUFE DPOWFSHFODF UIFPSFN XIJDI SFRVJSFT
UIBU LD→∞ 	FRVJWBMFOU UP PVS λ→∞
 BOE TP UP MPXFTU PSEFS JHOPSFT UIF DVCJD UFSN JO UIF
JOUFHSBM FYQPOFOU� "GUFS OPUBUJPOBM USBOTMBUJPOT FRVBUJPO �� JO <��> DPOUBJOT UFSNT JOWPMWJOH
TJOI(λωπ)Γ(−Jλω)� 5IFJS SFTVMU FYQBOET PO UIF 4UPLFT MJOF PG UIF HBNNB GVODUJPO BDDPSEJOH
UP FRVBUJPO ��� PG <��> GPS [=−Jλω XJUI λω > � BT�
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)FODF GPS MBSHF λ UIF MFBEJOH PSEFS SFTVMU PG FRVBUJPO �� JO <��> ZJFMET FRVBUJPO 	��
�
5IF BEEJUJPOBM TVCEPNJOBOU DPOUSJCVUJPO JO UIF TFDPOE MJOF PG FRVBUJPO 	��
 +(�/�)F−�πJ[ =
+(�/�)F−�λπω  DPSSFTQPOET UP UIF DPOUSJCVUJPO PG UIF GPVSUI TBEEMF X�,−� XIJDI TJODF
G(�,�)− G(�,−�) = �πJ DPNCJOFT UP HJWF UIF QSFGBDUPS (�+ F−�λπω/�) JO UIF PWFSBMMX�,� UFSN JO
FRVBUJPO 	��
� 'SPN UIJT JU DBO CF TFFO UIBU UIF QVSF�TBEEMFQPJOU BQQSPBDI OPU POMZ JODPSQPS�
BUFT UIF DVCJD UFSNT JO UIF FYQPOFOU CVU BMTP BWPJET UIF OFFE GPS DPNQMFY HBNNB GVODUJPOT 	BOE
UIF DPNQMFYJUZ PG UIF DPSSFDU BOBMZUJDBM SFQSFTFOUBUJPO PG UIFN PO UIFJS 4UPLFT MJOFT
 XIFUIFS
GPS TNBMM PS NPSF HFOFSBM WBMVFT PG ω�

1IZTJDBMMZ TQFBLJOH BOE GPS WBMVFT PG [ CFMPX UIF DVTQ UIF DPOUSJCVUJPOT X�,�

	FRVBUJPO 	��

 BOE X�,� 	FRVBUJPO 	��

 DPSSFTQPOE UP UIF UXP XBWFT φJO
−L BOE φJO

L SFTQFDU�
JWFMZ JO UIF SJHIU QMPU PG àHVSF � 	UIFTF XBWFT BSF SFTQPOTJCMF GPS UIF "JSZ�MJLF JOUFSGFSFODF JO
UIF XBWF QMPUT TIPXO JO àHVSF �
� 5IF DPNCJOBUJPO PGX�,� BOEX�,−� 	FRVBUJPO 	��
 NVMUJQMJFE
CZ UIF (�+ �/�F−�λπω) GBDUPS GSPN FRVBUJPO 	��

 HFOFSBUFT UIF φPVU

−L XBWF JO UIF TBNF SFHJPO
	SFTQPOTJCMF GPS UIF TUFQ GVODUJPO XIJDI JT NPEVMBUFE CZ UIF "JSZ�MJLF JOUFSGFSFODF
� 5IF EJS�
FDUJPO PG USBWFM PG UIFTF UISFF XBWFT DBO CF DPOàSNFE CZ SFBMJ[JOH UIBU UIF TQBUJBMMZ EFQFOEFOU
QBSUT PG UIF QIBTFT JO FRVBUJPOT 	��
m	��
 BSF HJWFO CZ UIF 8,# SFTVMU

´ [
� LE[

′ TP UIBU L	[

DBO CF PCUBJOFE CZ EJGGFSFOUJBUJPO BOE UIF HSPVQ WFMPDJUZ GPVOE GSPN WHQ = (EL/Eω)−�� 'PS
UIF XBWFT JO FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
 UIJT HJWFT WHQ = �κE|[|/λ DPOàSNJOH UIBU UIFZ BSF SJHIU
NPWJOH� 'PS UIF XBWF JO FRVBUJPO 	��
 JU JT WHQ =−κE|[|/λ TIPXJOH UIBU JU JT MFGU NPWJOH�
*OUFSFTUJOHMZ UIF HSPVQ WFMPDJUZ EPFT OPU EFQFOE PO UIF A"JSZ GBDUPST�±(�/�)Jλ|[|�/� BT UIFTF
EP OPU EFQFOE PO ω�

���� +Jπ CSBODI DVU DPOUSJCVUJPOT

8F DBO QSPDFFE JO UIF TBNF XBZ GPS FBDI QPJOU JO UIF ([,ω > �) IBMG�QMBOF� 5IF RVBMJUBU�
JWF TUFFQFTU QBUIT BOE UIF BTTPDJBUFE DPOUSJCVUJOH TBEEMFT BU UIFTF MPDBUJPOT BSF EJTQMBZFE JO
àHVSF ��

"MPOH UIF DBVTUJD BU QPJOU 	E
 BT FYQFDUFE UXP PG UIF TBEEMFT GSPN 	F
 	àHVSF � PS UIF SJHIU�
NPTU DPMVNO JO àHVSF �
 IBWF DPBMFTDFE JOUP POFX�+�,� BOE DPOUSJCVUF XIJMTU TJNVMUBOFPVTMZ

��
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'JHVSF �� 4VNNBSZ PG UIF TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT BU QPJOUT 	B
 UISPVHI 	F
 GSPN
àHVSF � GPS UIF +Jπ CSBODI DVU� 5IF VQQFS QMPUT BSF UIF DPNQMFY T�TQBDF DPOUPVS EJB�
HSBNT XIJMF UIF MPXFS QMPUT BSF UIF DPSSFTQPOEJOH X�TQBDF POFT� 8F VTF UIF OPUBUJPO
TJ+K (J %= K) UP EFOPUF XIFO NVMUJQMF TBEEMFQPJOUT TJ BOE TK DPBMFTDF 	XIJDI IBQQFOT BU B
DBVTUJD
 BOE CFDPNF FRVBM UP POF BOPUIFS� 8F BMTP BEPQU UIJT OPUBUJPO GPS UIF X TBEEMFT�

VOEFSHPJOH B 4UPLFT�T QIFOPNFOPO XJUI BO FYQPOFOUJBMMZ TVCEPNJOBOU QBJS PG DPBMFTDFE DPQ�
JFT X�+�,−� UPHFUIFS XJUI B TJNQMF SFBM TBEEMF X�,� XJUI B QVSFMZ JNBHJOBSZ QIBTF�

'PS WBMVFT PG [ UIBU MJF CFUXFFO UIF DBVTUJD BOE UIF IPSJ[PO DPSSFTQPOEJOH UP QPJOUT 	D

UIFSF JT POF SFBM TBEEMF X�,� BOE POF DPNQMFY TBEEMF X�,� VOEFSHPJOH B DPOUJOVPVT 4UPLFT�T
QIFOPNFOPO XJUI UIF DPOUSJCVUJOH TVCEPNJOBOU TBEEMF X�,−�� 5IF MBUUFS TBEEMF MJFT PVUTJEF
PG UIF QSJODJQMF 3JFNBOO TIFFU BOE BMM UPHFUIFS UIF DPOUSJCVUJOH TBEEMFT ZJFME ψ(D)

+Jπ � #Z B
DPOUJOVPVT 4UPLFT�T QIFOPNFOPO XF NFBO JU PDDVST GPS B SBOHF PG [ BT PQQPTFE UP BU B TJOHMF
WBMVF PG [�

"U UIF IPSJ[PO [= � XIJDI JT QPJOU C
 X�,� OPX VOEFSHPFT BO JOTUBOUBOFPVT 4UPLFT�T QIF�
OPNFOPO 	J�F� POMZ BU UIF TJOHMF QPJOU [= �
 JOTJEF UIF QSJODJQMF TIFFU XJUI UIF TVCEPNJOBOU
DPOUSJCVUJOH TBEEMF X�,�� 'JOBMMZ BU QPJOUT B
 XF TFF UIF SFBM TBEEMF OP MPOHFS DPOUSJCVUFT BOE
POMZ B TJOHMF DPNQMFY TBEEMF X�,� SFNBJOT 	DPSSFTQPOEJOH UP φPVU

↓ JO UIF SJHIU QMPU PG àHVSF �
�
$POTJEFSBUJPO PG UIF TUFFQFTU DPOUPVST JO àHVSF � TIPXT UIBU UIFSF JT B DIBOHF JO UIF OVNCFS

PG DPOUSJCVUJPOT BDSPTT UIF FWFOU IPSJ[PO BU [= � 	X�,� DPOUSJCVUFT PO CPUI TJEFT CVU X�,� POMZ
DPOUSJCVUFT GPS [< �
� )FODF UIF FWFOU IPSJ[PO JT B 4UPLFT MJOF GPS SFBM ω�

5IJT JT DPOTJTUFOU XJUI 8,# BOBMZTJT JO B TJOHMF DPNQMFY EJNFOTJPO XIFSF 4UPLFT MJOFT
TQSPVU GSPN UVSOJOH QPJOUT PG XIJDI UIF DBVTUJD IFSF JT B IJHIFS EJNFOTJPOBM WFSTJPO� 5IF
DPOOFDUJPO CFUXFFO DFSUBJO UZQFT PG CMBDL IPMFT IPSJ[POT QBJS�QSPEVDUJPO BOE 4UPLFT�T QIF�
OPNFOPO IBT BMTP CFFO TUVEJFE JO WBSJPVT PUIFS DPOUFYUT <��m��>� *O PVS DBTF UIF 4UPLFT TVSGBDF
EJGGFST� JU JOUFSTFDUT SFBM ��QBSBNFUFS TQBDF JO B MJOF DPSSFTQPOEJOH XJUI UIF IPSJ[PO�

��
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'JHVSF �� 4VNNBSZ PG UIF TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT BU QPJOUT 	B
 UISPVHI 	F
 GSPN
àHVSF � CVU UIJT UJNF GPS UIF −Jπ CSBODI DVU� 5IF VQQFS QMPUT BSF UIF DPNQMFY T�TQBDF
DPOUPVS EJBHSBNT XIJMF UIF MPXFS QMPUT BSF UIF DPSSFTQPOEJOH X�TQBDF POFT� 5IF DPO�
UPVST BOE TBEEMFT BSF UIF TBNF BT UIPTF TIPXO JO àHVSF � GPS UIF +Jπ DIPJDF PG CSBODI
DVU CVU UIF 3JFNBOO TIFFUT JO X�TQBDF IBWF BMM TIJGUFE EPXO CZ Jπ JO DPNQBSJTPO� 5IJT
GPSDFT UIF JOJUJBM BOE àOBM WBMMFZT 	7�,−� BOE 7�,� SFTQFDUJWFMZ
 UP EJGGFS GSPN UIPTF JO
àHVSF � BOE UIVT EJGGFSFOU TBEEMFT DPOUSJCVUF� 'PS DPOTJTUFODZ XF IBWF LFQU UIF TBNF
MBCFMMJOH PG TBEEMFT BT JO àHVSF ��

���� −Jπ CSBODI DVU DPOUSJCVUJPOT

8F DBO QSPDFFE JO UIF TBNF XBZ GPS UIF −Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU� 'PS CPUI T� BOE X�TQBDF
UIF DPOUPVST BOE TBEEMFT JO àHVSF � BSF FYBDUMZ UIF TBNF BT UIPTF JO àHVSF �� )PXFWFS UIF
EJGGFSFOU MPDBUJPO PG CSBODI DVU GPSDFT UIF TUBSUJOH WBMMFZ 7�,� UP CF TIJGUFE UP JUT DPQZ 7�,−� B
EJTUBODF �πJ CFMPX JO UIF X JOUFHSBUJPO QMBOF� *O PUIFS XPSET UIF QSJODJQMF TIFFU GPS UIF −Jπ
DVU IBT CFFO TIJGUFE BOE EJGGFST GSPN UIBU PG UIF+Jπ DVU BT DBO CF TFFO CZ DPNQBSJOH àHVSFT �
BOE �� "U QPJOUT 	F
 UIF UXP TBEEMFT X�,−� BOE X�,� DPOUSJCVUF 	BHBJO DPSSFTQPOEJOH UP φJO

−L BOE
φJO
L  SFTQFDUJWFMZ
 JO DPOUSBTU UP UIF GPVS DPOUSJCVUJPOT GSPN UIF BOBMPHPVT ([,ω) QPJOU GPS UIF

+Jπ CSBODI DVU� 5IJT EFTDSJCFT UIF XBWF JOUFSGFSFODF XF TFF JO UIF SJHIU QMPU PG àHVSF �� "U
UIF DBVTUJD 	E
 UXP PG UIFTF TBEEMFT X�,−� BOE X�,−� DPBMFTDF TP UIBU UIFSF JT POF EPVCMF
TBEEMF BOE POF TJNQMF TBEEMF DPOUSJCVUJPO� "CPWF UIF DBVTUJD BU 	D
 B 4UPLFT�T QIFOPNFOPO
JT DPOUJOVPVTMZ PDDVSSJOH CFUXFFO X�,−� BOE X�,−� 	X�,−� JT TVCEPNJOBOU UP X�,−�
� 5IJT
QFSTJTUT VOUJM UIF IPSJ[PO BU [= � JT UIF SFBDIFE BU XIJDI QPJOU B EPVCMF 4UPLFT�T QIFOPNFOPO
UBLFT QMBDF BU QPJOU 	C
 	UXP EPH MFH UVSOT PO UIF TUFFQFTU QBUI GSPNX�,−� UPX�,−� UPX�,�
 XJUI
X�,� EPNJOBOU X�,−� TVCEPNJOBOU BOE X�,−� TVC�TVCEPNJOBOU� 'JOBMMZ CFZPOE UIF IPSJ[PO
BU QPJOUT 	B
 UIF DPOUPVS PWFS X�,−� 	φPVU

↓ 
 QBTTFT POUP UIF OFYU MPXFTU TIFFU SVOOJOH JOUP BOE

��
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'JHVSF ��� 5IF RVBMJUBUJWF CFIBWJPS PG SFBM BOE DPNQMFY TBEEMFT XK,O PG UIF MPH�"JSZ
GVODUJPO FRVBUJPO 	��
 GPS CPUI +Jπ 	MFGU
 BOE −Jπ 	SJHIU
 DIPJDFT PG CSBODI DVU� 5IFJS
SFMBUJWF EPNJOBODF JT EFOPUFE CZ UIF A>� TJHOT� #MBDL MJOFT SFQSFTFOU UIF DBVTUJD XIJMF
SFE UFYU PS MJOFT EFOPUF TBEEMFT�QPJOUT JO UIF 	[,ω
 QMBOF UIBU BSF B QBSU PG UIF 4UPLFT
TFU� 5IF MJHIU HSFZ EBTIFE MJOF EFOPUFT XIFSF ω= � BOE UIFSF JT B QPMF DPOUSJCVUJPO BT
QSFWJPVTMZ EJTDVTTFE JO UIF DPOUFYU PG àHVSF ��

PVU PG 7�,−� CFGPSF FODPVOUFSJOH X�,−� 	φPVU
L 
 UVSOT UISPVHI B SJHIU BOHMF CFGPSF SVOOJOH CBDL

VQ UP UIF QSJODJQBM TIFFU QBTTJOH PWFS X�,� CFGPSF SVOOJOH JOUP 7�,�� 'SPN UIJT XF PCTFSWF
UIBU X�,−� JT BMXBZT VOEFSHPJOH B 4UPLFT�T QIFOPNFOPO BCPWF UIF IPSJ[PO GPS [> � BOE JT
TVCEPNJOBOU XIFO DPNQBSFE UP X�,��

8F NBLF UIF GPMMPXJOH SFNBSLT� 'JSTU UIF UXP DIPJDFT PG CSBODIFT +Jπ BOE −Jπ EJTQMBZ
DPNQMFNFOUBSZ DPOUSJCVUJPOT GSPN TVC�TVCEPNJOBOU TBEEMFT MPDBUFE PVUTJEF UIFJS SFTQFDUJWF
QSJODJQBM 3JFNBOO TIFFUT� 8IFOFWFS UIF+Jπ DPOUPVS EJBHSBNT IBWF DPOUSJCVUJOH TBEEMFT PVU�
TJEF UIF QSJODJQBM TIFFU UIF −Jπ EJBHSBNT EP OPU BOE WJDF WFSTB�

4FDPOE BU QPJOUT 	B
 BTJEF GSPN UIF B TJOHMF SFBM XBWF XF IBWF UXP BEEJUJPOBM XBWFT�
UIF FWBOFTDFOU XBWF GSPN XJUIJO UIF QSJODJQBM TIFFU BOE UIF TVC�TVCEPNJOBOU TBEEMF GSPN BO
BEKBDFOU POF� 5IJT EJGGFST GSPN UIF SFTVMUT PG $1' <��> XIFSF UIFZ POMZ àOE UIFSF UP CF B TJOHMF
SFBM TBEEMF� 5IJT JT CFDBVTF PG UIFJS FYDMVTJPO PG UIF DVCJD UFSN GSPN UIF QIBTF 	LD→∞
 QSJPS
UP BQQMZJOH UIF EPNJOBUFE DPOWFSHFODF UIFPSFN 	TFF FRVBUJPO �� JO <��>
� 5IF UXP BQQSPBDIFT
XPVME BHSFF JG FYQPOFOUJBMMZ TVCEPNJOBOU BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT XFSF UP CF OFHMFDUFE JO
UIF QSFTFODF PG NPSF EPNJOBOU POFT�

5IJSE BMPOH UIF IPSJ[PO BU [= � B EPVCMF 4UPLFT�T QIFOPNFOPO UBLFT QMBDF BT UISFF
TBEEMFQPJOUT BSF TJNVMUBOFPVTMZ KPJOFE CZ B TJOHMF TUFFQFTU QBUI� 5IJT JT BMTP BO JOEJDBUJPO
PG UIF QPUFOUJBM GPS B IJHIFS PSEFS 4UPLFT�T QIFOPNFOPO <��> XIJDI XPVME MFBE UP BEEJUJPOBM
JOUFSFTUJOH CFIBWJPS JO UIF OPO�QIZTJDBM DPNQMFY ([,ω) TQBDF� 5IF IPSJ[PO JT JOEFFE B QBSU PG B
4UPLFT TFU 	JOUFSTFDUJOH UIF BMSFBEZ�JEFOUJàFE SFBM ([,ω) 4UPLFT TVSGBDF
 OP NBUUFS UIF DIPJDF
PG DVU�

5IF PWFSBMM RVBMJUBUJWF CFIBWJPS PG UIF DPOUSJCVUJOH TBEEMFQPJOUT 	XBWFT
 JT TVNNBSJ[FE JO
àHVSF �� GPS CPUI DIPJDFT PG DVU BOE EFTDSJCFT UIF XBWF CFIBWJPS PCTFSWFE JO àHVSF �� 5IF

��
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'JHVSF ��� /VNFSJDBMMZ PCUBJOFE FYBDU QMPU 	TPMJE CMBDL MJOF
 PG UIF MPH�"JSZ GVODUJPO
FRVBUJPO 	��
 GPS UIF +Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU XJUI ω = �/� BOE λ= �� 5IJT JT TJNQMZ
B ω> � TMJDF PG UIF MFGUIBOE QMPUT JO àHVSF �� 5IF [FSPUI S= � PSEFS BTZNQUPUJD BQQSPY�
JNBUJPOT 	B
 UISPVHI 	F
 	TPMJE SFE MJOFT
 BOE PQUJNBMMZ USVODBUFE BTZNQUPUJDT 	CMVF EPUT
TFF BQQFOEJY
 BSF BMTP QMPUUFE GPS DPNQBSJTPO� 5IF SFE EPU BU [= � DPSSFTQPOET UP UIF
BTZNQUPUJD FYQSFTTJPOψ(C)

+Jπ XIJDI JT POMZ WBMJE BU UIF IPSJ[PO BOE XF EP OPU MBCFMψ(E)
+Jπ

TJODF QPJOU 	E
 DPSSFTQPOET UP UIF DBVTUJD XIFSF UIF BTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPO EJWFSHFT�
"T FYQFDUFE UIF BTZNQUPUJD FYQBOTJPOT QSPWJEF BO 	FYQPOFOUJBMMZ
 HPPE BQQSPYJNBUJPO
UP UIF FYBDU SFTVMU FYDFQU OFBS UIF DBVTUJD BU [D =−�/(���/�)� 5IF TMJHIU EJTBHSFFNFOU
JO UIF BTZNQUPUJDT BU UIF IPSJ[PO XJMM WBOJTI GPS MBSHF λ→∞� 5IF TBEEMFT XK,O UIBU UIF
TUFFQFTU QBUIT FODPVOUFS JO FBDI SFHJPO BSF BMTP JOEJDBUFE UPHFUIFS XJUI UIFJS SFMBUJWF
EPNJOBODF 	EFOPUFE CZ A>�
� 5IF TBEEMFT X�,� BOE X�,� IBWF FRVBM SFBM QBSUT GPS [ CFMPX
UIF DBVTUJD 	EFOPUFE CZ A∼�
�

OVNCFS PG DPOUSJCVUJOH SFBM BOE DPNQMFY TBEEMFQPJOUT UPHFUIFS XJUI UIFJS SFMBUJWF EPNJOBODF
UISPVHIPVU UIF ([,ω) QMBOF JT TIPXO� 3FE MJOFT BOE UFYU EFOPUFT DPOUSJCVUJOH TBEEMFT XIJDI BSF
B QBSU PG UIF 4UPLFT TFU XIFUIFS JU CF GSPN XJUIJO PS PVUTJEF PG UIF QSJODJQMF 3JFNBOO TIFFU�
5IF EPNJOBODF PG UIF TBEEMFT JT EFOPUFE CZ UIF A>� TJHOT� 5IFTF QMPUT DBO CF DPNQBSFE BHBJOTU
àHVSF � GPS UIF 1FBSDFZ GVODUJPO� $MFBSMZ UIF FWFOU IPSJ[PO DBUBTUSPQIF IBT DPOTJEFSBCMZ NPSF
TUSVDUVSF�

����� /VNFSJDBM DPNQBSJTPO BOE WBMJEJUZ PG BTZNQUPUJDT

*O àHVSFT �� BOE �� XF EFNPOTUSBUF UIBU PVS FYQPOFOUJBM BQQSPBDI ZJFMET BO BDDVSBUF BQQSPY�
JNBUJPO CZ QMPUUJOH UIF BTZNQUPUJD FYQSFTTJPOT BHBJOTU UIF FYBDU XBWF GVODUJPOT ψ±Jπ PCUBJOFE
CZ OVNFSJDBMMZ TPMWJOH UIF JOUFHSBM JO FRVBUJPO 	��
 GPS UIF UXP DIPJDFT PG CSBODI DVU� 5IF QMPUT
BSF GPS [ MZJOH JO UIF SBOHF −�< [< � BOE IBWF UIF QBSBNFUFS WBMVFT ω = �/� BOE λ= ��

��
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'JHVSF ��� /VNFSJDBMMZ PCUBJOFE FYBDU QMPU 	TPMJE CMBDL MJOF
 PG UIF MPH�"JSZ GVODUJPO
FRVBUJPO 	��
 CVU OPX GPS UIF−Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU� 5IF OPUBUJPO BOE TFMFDUFE QBSB�
NFUFST BSF UIF TBNF BT UIPTF VTFE JO àHVSF �� BOE TJNJMBSMZ UIJT SFQSFTFOUT B DPOTUBOU
ω> � TMJDF PG UIF SJHIUIBOE QMPUT JO àHVSF �� 5IF [FSPUI S= � PSEFS BTZNQUPUJD BQQSPY�
JNBUJPOT 	B
 UISPVHI 	F
 	TPMJE SFE MJOFT
 BOE PQUJNBMMZ USVODBUFE BTZNQUPUJD BQQSPY�
JNBUJPOT 	CMVF EPUT TFF BQQFOEJY
 BSF BHBJO QMPUUFE GPS DPNQBSJTPO� "T FYQFDUFE UIF
BTZNQUPUJD FYQBOTJPOT QSPWJEF BO 	FYQPOFOUJBMMZ
 HPPE BQQSPYJNBUJPO UP UIF FYBDU SFT�
VMU FYDFQU OFBS UIF DBVTUJD BU [D =−�/(���/�) BOE FYBDUMZ BU UIF IPSJ[PO [= �� 5IF
TBEEMFT X�,−� BOE X�,� IBWF FRVBM SFBM QBSUT GPS [ CFMPX UIF DBVTUJD 	EFOPUFE CZ A∼�
�

5IF TPMJE CMBDL DVSWFT JO UIF àHVSFT HJWF UIF FYBDU SFTVMUT XIFSFBT UIF SFE DVSWFT BSF DPN�
QPTFE PG UIF BTZNQUPUJD FYQSFTTJPOT HJWFO JO FRVBUJPOT 	��
m	��
 BQQMJFE UP UIF TQBUJBM QPJOUT
	B
 UISPVHI 	F
 	UIF MBUUFS PG XIJDI XF IBWF FYQMJDJUMZ TUVEJFE GPS UIF +Jπ DVU BOE JT HJWFO CZ
FRVBUJPO 	��

� *O UIF àHVSFT XF IBWF BMTP JODMVEFE UIF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF SFMFWBOU DPOUSJC�
VUJOH TBEEMFQPJOUT XK,O BOE UIFJS EPNJOBODF GPS FBDI PG UIF TQBUJBM SFHJPOT� 6OMJLF $1' <��>
XF IBWF OPU NBEF BOZ TNBMM ω PS LD→∞ BQQSPYJNBUJPOT�

*O NBLJOH UIF SFE DVSWFT JO àHVSFT �� BOE �� XF IBWF VTFE POMZ UIF [FSPUI PSEFS UFSNT
S= � JO UIF BTZNQUPUJD FYQBOTJPOT 	TFF FRVBUJPO 	��

 BOE ZFU àOE BO FYDFMMFOU NBUDI UP UIF
FYBDU SFTVMUT 	TVGàDJFOUMZ GBS GSPN UIF DBVTUJD
� 5IJT JT EFTQJUF UIF GBDU UIBU PVS AMBSHF� QBSB�
NFUFS λ JT POMZ PG PSEFS VOJUZ� 5IF CMPX VQ DMPTF UP UIF DBVTUJD DPVME CF àYFE CZ VTJOH B
VOJGPSN BQQSPYJNBUJPO <�� ��>� *U JT BMTP OPUFXPSUIZ UIBU UIF BTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPOT GPS
UIF EJGGFSFOU TQBUJBM SFHJPOT NBUDI UPHFUIFS TP XFMM BU UIFJS SFTQFDUJWF CPSEFST� 5IF POMZ TMJHIU
EJTDSFQBODZ JT BU UIF IPSJ[PO CFUXFFO UIF BTZNQUPUJD WBMVFT PG ψ(B)

+Jπ  ψ
(C)
+Jπ 	UIF MPOF SFE EPU JO

àHVSF ��
 BOE ψ(D)
+Jπ � 8F àOE UIBU XIFO XF VTF MBSHFS WBMVFT PG λ UIJT EJGGFSFODF WBOJTIFT BT

FYQFDUFE TP UIBU ψ(B)
+Jπ ∼ ψ

(C)
+Jπ ∼ ψ

(D)
+Jπ BU [= � BT λ→∞�

��
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&RVBUJPO 	��
 JT B EJWFSHJOH TFSJFT TP UIFSF JT BO PQUJNBM TFSJFT USVODBUJPO JO S XIJDI DBO
CF NBEF GPS FBDI TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPO HJWJOH UIF BQQSPYJNBUJPO PG MPXFTU QPTTJCMF FSSPS�
5BLJOH UFSNT IJHIFS UIBO UIJT WBMVF PG SXJMM BDUVBMMZ EFDSFBTF UIF WBMJEJUZ PG UIF BQQSPYJNBUJPO
BOE JODSFBTF UIF FSSPS� "MUIPVHI XF àOE UIBU UIF MPXFTU PSEFS S= � USVODBUJPO BMSFBEZ HJWFT B
HPPE WJTVBM NBUDI XF IBWF BMTP FWBMVBUFE UIF IJHIFS UFSNT BOE UIFTF BSF JODMVEFE BT UIF CMVF
EPUT JO àHVSFT �� BOE ��� 5IF EFUBJMT PG UIF DBMDVMBUJPOT PG UIF IJHIFS PSEFS UFSNT BSF HJWFO JO
BQQFOEJY PG UIJT XPSL�

�� $PODMVEJOH SFNBSLT

*O UIJT QBQFS XF UBLF B ADBUBTUSPQIF UIFPSZ� BQQSPBDI UP IPSJ[POT NPUJWBUFE CZ UIF PCTFS�
WBUJPO UIBU B OPOMJOFBS EJTQFSTJPO SFMBUJPO DBVTFT UIF TPMVUJPOT PG )BNJMUPO�T FRVBUJPOT UP
VOEFSHP B CSPLFO QJUDIGPSL CJGVSDBUJPO OFBS UIF IPSJ[PO� 1JUDIGPSL CJGVSDBUJPOT BSF TQFDJàFE
CZ UXP DPOUSPM QBSBNFUFST XIJDI JO PVS DBTF BSF UIF MBC GSBNF GSFRVFODZ ω BOE UIF QPTJUJPO
DPPSEJOBUF [�

"DDPSEJOH UP DBUBTUSPQIF UIFPSZ UIF VOJWFSTBM TUSVDUVSBMMZ TUBCMF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFTF
DPOUSPM QBSBNFUFST HJWFT B DVTQ TIBQF [∝−ω�/� XIJDI EFàOFT UIF MPDBUJPO PG B DBVTUJD [D
XIFSF XBWFT DPBMFTDF� )PXFWFS XIFSFBT DVTQ DBVTUJDT BSF VTVBMMZ ESFTTFE CZ UIF 1FBSDFZ
GVODUJPO XBWF QBUUFSO UIF FWFOU IPSJ[PO CJGVSDBUJPO HJWFT SJTF UP B OPWFM GPSN PG XBWF QBUUFSO
EFTDSJCFE CZ BO "JSZ GVODUJPO NPEJàFE CZ B MPHBSJUINJD UFSN XF DBMM UIF MPH�"JSZ GVODUJPO�

4PNF GBNJMJBS QSPQFSUJFT SFNBJO TVDI BT TFMG�TJNJMBS TDBMJOH BOE XF VTF UIJT UP JEFOUJGZ
B DMBTTJDBM MJNJU XJUI B MJOFBS EJTQFSTJPO� 'VSUIFSNPSF MJLF UIF 1FBSDFZ GVODUJPO UIFSF JT B
4UPLFT TFU UIBU PDDVST PVUTJEF UIF DVTQ BMUIPVHI JO UIF MPH�"JSZ DBTF JU JT áBUUFOFE JOUP B
TUSBJHIU MJOF JO UIF 	ω,[
 QMBOF XIJDI DPJODJEFT XJUI UIF FWFOU IPSJ[PO� &YDFQU GPS UIF TQFDJBM
DBTF PG ω= � UIF DBVTUJD BU [D 	QPJOU 	E
 JO àHVSF �
 BOE FWFOU IPSJ[PO BU [= � 	QPJOU 	C
 JO
àHVSF �
 EP OPU TJU BU UIF TBNF MPDBUJPO� UIF DBVTUJD MJFT EPXOTUSFBN CFIJOE UIF IPSJ[PO BOE
UIF TIBQF PG UIF DBVTUJD JNQMJFT UIBU UIF TQBUJBM HBQ CFUXFFO UIFN HSPXT BT ω�/�� 5IJT TDBMJOH
IBT CFFO QPJOUFE PVU CFGPSF PO UIF CBTJT PG UIF CFIBWJPS PG UIF DMBTTJDBM TPMVUJPOT <��> BOE
UIF DPOOFDUJPO CFUXFFO DBVTUJDT BOE IPSJ[POT XBT QSFWJPVTMZ TUVEJFE JO B EJGGFSFOU XBZ JO
UIF DPOUFYU PG XBUFS XBWFT <�� ��>� )PXFWFS UIF LOPXMFEHF UIBU JU JT B VOJWFSTBM QSFEJDUJPO
PG DBUBTUSPQIF UIFPSZ BOE DPSSFTQPOET UP UIF [POF CFUXFFO B 4UPLFT MJOF BOE DBVTUJD BEET UP
PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF OPUJPO PG B CSPBEFOFE IPSJ[PO� 0O UIF PUIFS IBOE UIJT DIBMMFOHFT VT
UP HFOFSBMJ[F XBWF DBUBTUSPQIF UIFPSZ UP JODMVEF MPHBSJUINJD UFSNT UIBU VMUJNBUFMZ BSJTF GSPN
QBSUJDMF DSFBUJPO JO RVBOUVN àFME UIFPSZ <�� �� ��>�

5IF MPH�"JSZ GVODUJPO IBT QSFWJPVTMZ CFFO BOBMZ[FE CZ $1' JO <��>� )PXFWFS PVS USFBU�
NFOU EJGGFST JO TPNF JNQPSUBOU SFTQFDUT� *O $1' <��> UIF FYQBOTJPO JO UIF SFHJPO DIBSBDUFSJ[FE
CZ QPJOU 	F
 	TFF àHVSF �
 JT CBTFE PO UXP TBEEMFQPJOUT QMVT B MPPQ DPOUPVS BSPVOE B CSBODI DVU�
5IF FGGFDUJWF SFNPWBM PG UIF MPHBSJUIN CZ $1' GSPN UIF QIBTF TJHOJàDBOUMZ TJNQMJàFT FYQSFT�
TJPOT GPS UIFJS UXP TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT CVU SFTUSJDUT UIF WBMJEJUZ PG UIFJS SFTVMUT UP |[|/ E
BOE |[|/ E(ω/κ)�/� 	VOJUT SFTUPSFE
 TFF FRVBUJPOT �� BOE �� JO <��> BOE FRVBUJPOT ��B BOE
��C JO <��>� 5IFJS UXP TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT BSF FRVJWBMFOU UP PVS FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��

XIJDI XFSF PCUBJOFE CZ QFSGPSNJOH B TNBMM ω FYQBOTJPO UP PVS MBSHF λ BTZNQUPUJD SFTVMU
FRVBUJPO 	��
� *O GBDU LFFQJOH UIF MPHBSJUIN JO UIF FYQPOFOU JT OFDFTTBSZ UP VOEFSTUBOE UIF SPMF
UIF MBUUFS QMBZT BT B 4UPLFT MJOF BDSPTT XIJDI UIF OVNCFS PG DPOUSJCVUJOH TBEEMFQPJOUT 	BOE TP
XBWFT
 DIBOHFT� 5IF SFTVMU PG UIFJS MPPQ DPOUSJCVUJPO 	DPSSFTQPOEJOH UP PVS FRVBUJPO 	��
 JO
UIF MBSHF λ MJNJU
 JT B DPNQMJDBUFE DVU FYQBOTJPO JOWPMWJOH UIF HBNNB GVODUJPO PO JUT DPNQMFY
4UPLFT MJOF� 5IFJS FYQSFTTJPO BQQSPYJNBUFT LD→∞ JHOPSJOH OPOMJOFBS FGGFDUT BOE PCTDVSFT

��
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UIF VOEFSMZJOH TJNQMJDJUZ PG UIF DPOUSJCVUJOH TVCEPNJOBOU DPQJFT PG TBEEMFQPJOUT PO BEKBDFOU
3JFNBOO TIFFUT�

"MUIPVHIXF POMZ FYQMJDJUMZ GPDVTFE PO BO BOBMZUJD EFTDSJQUJPO GPS QPJOUT 	F
 	FRVBUJPO 	��


GPS UIF +Jπ DIPJDF PG CSBODI DVU PVS NFUIPE XBT BQQMJFE UP UIF SFNBJOJOH QPJOUT GPS CPUI
DIPJDFT PG DVU BOE GPS B TNBMM DPOTUBOU WBMVF PG ω> � JO PSEFS UP TIPX UIF WBMJEJUZ PG PVS
BQQSPBDI� 5IJT JT TIPXO JO àHVSFT �� BOE �� GPS CPUI UIF [FSPUI PSEFS BOBMZUJD BQQSPYJN�
BUJPOT 	PCUBJOFE WJB FRVBUJPO 	��

 BOE GPS UIF PQUJNBMMZ USVODBUFE OVNFSJDBM BTZNQUPUJDT
	EFTDSJCFE JO BQQFOEJY
� "HBJO UIJT BQQSPBDI DPVME KVTU BT XFMM CF BQQMJFE GPS MBSHFS ω BOE GPS
ω< ��

0VS BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT TUJMM EJWFSHF BU UIF DBVTUJD BT FYQFDUFE CVU B VOJGPSN
BQQSPYJNBUJPO <�� ��> DPVME CF FNQMPZFE MPDBMMZ UP EFBM XJUI UIJT� %VF UP UIF EJWFSHFODF
CFJOH BUUSJCVUBCMF UP B DPBMFTDFODF PG UXP TBEEMFQPJOUT UIJT XPVME UBLF UIF GPSN PG BO "JSZ
GVODUJPO BOE JUT EFSJWBUJWF� 5IF DBVTUJD BU XIJDI UIJT PDDVST JO UIF ([,ω) QMBOF JT POF EJNFO�
TJPOBM BOE IFODF FWFO UIPVHI UIFSF JT B MPHBSJUIN QFSUVSCJOH UIF QPMZOPNJBM JO UIF FYQPOFOU
PG UIF JOUFHSBM UIF MPDBM CFIBWJPS BDSPTT UIJT DVTQ JT TUJMM TUSVDUVSBMMZ TUBCMF BOE TP GBMMT XJUIJO
UIF SFBMN PG DBUBTUSPQIF UIFPSZ�

0VS MBSHF QBSBNFUFS λ HJWFO JO FRVBUJPO 	��
 JT B DPOTUBOU UIBU EPFT OPU EFQFOE PO QPT�
JUJPO VOMJLF ∆([) EFàOFE JO FRVBUJPO �� PG <��> XIJDI WBOJTIFT BU UIF IPSJ[PO� $PNCJOFE
XJUI PVS USBOTGPSNBUJPO UP FYQPOFOUJBM DPPSEJOBUFT UIJT BMMPXT UIF OFBS IPSJ[PO CFIBWJPS UP
CF FYBNJOFE XJUI FYQPOFOUJBM BDDVSBDZ JODMVEJOH UIF FMVDJEBUJPO PG OFX TVC�TVCEPNJOBOU
DPOUSJCVUJPOT JO SFHJPOT CFMPX UIF DBVTUJD� 'VSUIFSNPSF UIF QSFTFOU DBUBTUSPQIF NPUJWBUFE
BQQSPBDI DPVME BMMPX UJHIU CPVOET UP CF QVU PO DPSSFDUJPOT UP UIF )BXLJOH TQFDUSVN PG FNJU�
UFE QBSUJDMFT EVF UP OPOMJOFBS EJTQFSTJWF FGGFDUT QBSUJDVMBSMZ JG ω JT OPU TNBMM� *O QBSUJDVMBS $1'
<��> TIPX IPX UP DPNCJOF UIF XBWF GVODUJPOT ψ±Jπ UP PCUBJO UIF #PHPMJVCPW DPFGàDJFOUT UIBU
EJSFDUMZ HJWF UIF )BXLJOH QSPEVDUJPO SBUF� 5IJT XJMM CF QVSTVFE JO GVUVSF XPSL�

%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU

5IF EBUB UIBU TVQQPSU UIF àOEJOHT PG UIJT TUVEZ BSF BWBJMBCMF VQPO SFBTPOBCMF SFRVFTU GSPN UIF
BVUIPST�

"DLOPXMFEHNFOUT

5IF BVUIPST XPVME MJLF UP UIBOL UXP BOPOZNPVT SFGFSFFT GPS UIFJS WBMVBCMF GFFECBDL BOE TVH�
HFTUJPOT� 5IFZ BMTP HSBUFGVMMZ BDLOPXMFEHF UIF *TBBD /FXUPO *OTUJUVUF 	*/*
 PG $BNCSJEHF
6OJWFSTJUZ GPS IPTUJOH UIF "QQMJDBCMF 3FTVSHFOU "TZNQUPUJDT 1SPHSBNNF XIFSF QBSU PG UIJT
XPSL XBT VOEFSUBLFO BOE UIF /BUVSBM 4DJFODFT BOE &OHJOFFSJOH 3FTFBSDI $PVODJM PG $BOBEB
	/4&3$
 GPS GVOEJOH %0 BOE -'�

$) BOE %0XPVME MJLF UP FYQSFTT UIFJS EFFQ HSBUJUVEF UP 4JS .JDIBFM #FSSZ GPS IJT TDJFOUJàD
BOE QFSTPOBM NFOUPSTIJQ PWFS NBOZ ZFBST�8F CFMJFWF XF TQFBL GPS HFOFSBUJPOT PG TUVEFOUT BOE
WJTJUPST JO UIBOLJOH CPUI.JDIBFM BOE.POJDB #FSSZ GPS QSPWJEJOH B XFMDPNJOH BOE OPVSJTIJOH
FOWJSPONFOU JO #SJTUPM� 8F GPOEMZ SFNFNCFS PVS àSTU FODPVOUFST XJUI XBWF TJOHVMBSJUJFT OPU
KVTU PO QBQFS CVU JO SFBM MJGF JO UIF GPSN PG FYQFEJUJPOT UP TFF UIF 4FWFSO CPSF� $IBTJOH BDSPTT
UIF (MPVDFTUFSTIJSF DPVOUSZTJEF JO .JDIBFM�T DBS TPNFUJNFT BU OJHIU UP BO JEFBM WJFXJOH TQPU
XF SFDBMM UIF MPX SPBS PG UIF XBWF BT JU BQQSPBDIFT XIJDI JT FTQFDJBMMZ JOUJNJEBUJOH BGUFS EBSL
BDDPNQBOJFE CZ SFWFSTBM PG UIF SJWFS�T áPX EJSFDUJPO DIBOHF JO EFQUI BOE TPNFUJNFT XFU GFFU�
*U QSPWJEFT PCTFSWFST XJUI BO JNQSFTTJWF BOE UBOHJCMF EFNPOTUSBUJPO PG /BUVSF�T QPXFS OPU UP
NFOUJPO UIF VOJWFSTBMJUZ PG UIF "JSZ GVODUJPO�

��
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"QQFOEJY� /VNFSJDBM FWBMVBUJPO PG IJHIFS PSEFS BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT

5IF FWBMVBUJPO PG UIF IJHIFS PSEFS BTZNQUPUJD DPOUSJCVUJPOT UBLFT TPNF DBSF BOE XF TIBMM EP
JU OVNFSJDBMMZ� (FOFSJDBMMZ UIF UFSNT JO UIF BTZNQUPUJD FYQBOTJPO FRVBUJPO 	��
 XJMM EFDSFBTF
JO NBHOJUVEF CFGPSF EJWFSHJOH BT /K,O→∞� 5IFSFGPSF JU JT OFDFTTBSZ UP USVODBUF FBDI TFSJFT
BU B àOJUF WBMVF PG /K,O� 5IJT DPVME BMTP CF EPOF BOBMZUJDBMMZ WJB FRVBUJPOT 	��
m	��
 CVU BU UIF
DPTU PG TPNF DPNQMFYJUZ�

*O BOZ QSBDUJDBM OVNFSJDBM FWBMVBUJPO UIF àOJUF WBMVFT PG UIF/K,O JO FBDI TBEEMFQPJOU FYQBO�
TJPO XJMM EFQFOE PO UIF SFMBUJWF TJ[FT PG UIF NJOJNVN WBMVFT PG |5( K,O)

S ([,ω)|� 'PS MBSHF S UIFTF
UFSNT GPSNBMMZ IBWF UIF GPMMPXJOH FYQBOTJPO�

5( K,O)
S ([,ω)∼

∑

M,Q

,KM
�πJ

+∞∑

T=�

Γ(S− T)
'S−T
KM

5(M,Q)T ([,ω)

∼ ,KM
�πJ

Γ(S)

('K∗M∗)
S 5(M,Q)� ([,ω)

, S→+∞ 	"��


XIFSF UIF TJOHVMBOU 'KM ≡ GK,O− GM,Q JT UIF EJGGFSFODF JO DPNQMFY IFJHIUT CFUXFFO UIF BEKBDFOU
	TVC
 TFU PG BMM TBEEMFQPJOUT XIJDI DPOUSJCVUF UP UIF FYQBOTJPO BOE ,KM JT B 4UPLFT DPOTUBOU
<��>� 5IF UFSN 'K∗M∗ JT UIF TNBMMFTU JO NBHOJUVEF PG BMM UIF TJOHVMBOUT PG UIF BEKBDFOU TBEEMFT
<�>�

-FU UIF TFU PG TBEEMFT XK,O DPOUSJCVUJOH BU B QPJOU ([,ω) CF W  BOE MFU SNJO CF UIF JOEFY PG
UIF MFBTU UFSN PG FBDI TFSJFT 	K O
 EFàOFE CZ

|5( K,O)
SNJO( K,O)

([,ω)|=NJO
S

|5( K,O)
S ([,ω)| . 	"��


'VSUIFSNPSF XF EFàOF UIF MBSHFTU JO NBHOJUVEF PG FBDI PG UIFTF MFBTU UFSNT BT

|5( K∗,O∗)S∗ ([,ω)|=NBY{NJO
K,O

|5( K,O)
S ([,ω)|},

S∗= |λ'K∗M∗| XK,O ∈W . 	"��


5IFO GPS FBDI ψ( K,O)
S ([,ω) JO FRVBUJPO 	��
 POMZ UIPTF UFSNT XIJDI TBUJTGZ

|5( K,O)
S ([,ω)|! |5( K∗,O∗)S∗ ([,ω)|, S< SNJO( K,O) 	"��


TIPVME CF JODMVEFE JO UIF TVN� 5IJT XJMM MFBE UP BO BQQSPYJNBUJPO UIBU JT FYQPOFOUJBMMZ BDDVSBUF
UP O(F−S∗) <� �� ��>�

*ODMVTJPO PG UFSNT JO UIF EJWFSHFOU UBJM MBSHFS UIBO UIF NJOJNVN POMZ MFBET UP JODSFBTFT JO
UIF JOBDDVSBDZ PG UIF BQQSPYJNBUJPO� *ODMVTJPO PG UFSNT MFTT UIBO UIF TJ[F PG UIF MBSHFTU 	JO
NPEVMVT
 MFBTU UFSN XJMM OPU JNQSPWF UIF BDDVSBDZ BOE MJLFMZ MFBE UP JOBDDVSBDZ TJODF UIFZ
JHOPSF UIF 	QPUFOUJBMMZ SFTVNNBCMF
 DPOUSJCVUJPOT GSPN UIF EJWFSHFOU UBJM BGUFS UIBU MBSHFTU UFSN�

5P JMMVTUSBUF UIJT QPJOU àHVSF "� TIPXT UIF SFMBUJWF TJ[F PG UIF UFSNT GPS ([,ω) =
(−��/��,�/�) 		F
 JO àHVSF �
 λ= � JO FBDI PG UIF GPVS TBEEMFQPJOU DPOUSJCVUJPOT X�,� X�,�
X�,−� BOE X�,�� 5IF NBYJNVN PG UIF MFBTU UFSN JO FBDI TFU PG UFSNT JT UIBU PG X�,� BU S= ��
)FODF BU UIJT WBMVF PG ([,ω) 5( K∗,O∗)S∗ ([,ω) = 5(�,�)� ([,ω)� 5IF 	FYQPOFOUJBMMZ TNBMM
 FSSPS NBEF
JO USVODBUJOH BU UIJT UFSN XJMM CF BSPVOE UIF MFWFM PG UIF IPSJ[POUBM EPUUFE MJOF� 5IF UFSNT JO UIF
FYQBOTJPOT BCPVU X�,� BOE X�,−� BSF BMM TNBMMFS JO NBHOJUVEF UIBO UIJT FSSPS GPS BMM S BOE TP BSF
OVNFSJDBMMZ OFHMJHJCMF� 5IFSFGPSF POMZ UIF àSTU UISFF UFSNT S= �,�,� GPS X�,� BOE UIF àSTU UXP
UFSNT S= �,� GPS X�,� TIPVME CF UBLFO UP DPOUSJCVUF JO UIF OVNFSJD BTZNQUPUJD FYQBOTJPOT�

)FODF EFQFOEJOH PO UIF WBMVF PG ([,ω) BMUIPVHI UPQPMPHJDBMMZ B TBEEMF NBZ DPOUSJCVUF JG
POMZ UIF àOJUF 	ZFU FYQPOFOUJBMMZ BDDVSBUF
 TVN UP UIF NBYJNVN MFBTU UFSN JT UBLFO UIBU TBEEMF

��



+� 1IZT� "� .BUI� 5IFPS� � 	����
 YYYYYY - . 'BSSFMM FU BM

'JHVSF "�� 5IF SFMBUJWF NBHOJUVEF PG UFSNT MO
∣∣∣
∑

Sψ
( K,O)
S ([,ω)

∣∣∣ JO FYQBOTJPOT BCPVU UIF

TBEEMF XK,O BU ([,ω) = (−��/��,�/�) λ= �� 5IF NBYJNVN MFBTU UFSN PDDVST BU S= �
GPS UIF FYQBOTJPO BCPVU X�,� BT JOEJDBUFE CZ UIF IPSJ[POUBM EBTIFE MJOF BOE EFOPUFE CZ
UIF BTUFSJTL�

NBZ OPU EP TP OVNFSJDBMMZ� *G B IZQFSBTZNQUPUJD BQQSPYJNBUJPO <�> PS B #PSFM�1BEÊ BQQSPBDI
<��> XFSF UP CF VOEFSUBLFO JO PSEFS UP BDIJFWF B CFUUFS UIBO FYQPOFOUJBMMZ BDDVSBUF BQQSPYJN�
BUJPO UIFO CPUI DBUFHPSJFT PG UIFTF OFHMFDUFE UFSNT XPVME OFFE UP CF JODMVEFE� )PXFWFS UIBU
JT CFZPOE UIF TDPQF PG UIJT QBQFS�

03$*% J%T

- . 'BSSFMMB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
$ + )PXMTB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
% ) + 0�%FMMB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������

3FGFSFODFT

<�> #FSSZ . 7 ���� 5TVOBNJ BTZNQUPUJDT /FX +� 1IZT� � ���
<�> #FSSZ . 7 ���� 'PDVTFE UTVOBNJ XBWFT 1SPD� 3� 4PD� " ��� ����m��
<�> #FSSZ . 7 ���� .JOJNBM BOBMZUJDBM NPEFM GPS VOEVMBS UJEBM CPSF QSPàMF� RVBOUVN BOE )BXLJOH

FGGFDU BOBMPHJFT /FX +� 1IZT� �� ������
<�> #FSSZ . 7 ���� .JOJNBM NPEFM GPS UJEBM CPSF SFWJTJUFE /FX +� 1IZT� �� ������
<�> #FSSZ . 7 ���� 6OJGPSN BTZNQUPUJD TNPPUIJOH PG 4UPLFT�T EJTDPOUJOVJUJFT 1SPD� 3� 4PD� "

��� �m��
<�> #FSSZ . 7 ���� 4UPLFT� QIFOPNFOPO� TNPPUIJOH B 7JDUPSJBO EJTDPOUJOVJUZ 1VCMJDBUJPOT .BUI�

ÊNBUJRVFT EF M�*OTUJUVU EFT )BVUFT &́UVEFT 4DJFOUJàRVFT �� ���m��
<�> #FSSZ . 7 ���� 8BWFT OFBS 4UPLFT MJOFT 1SPD� 3� 4PD� " ��� ���m��
<�> #FSSZ . 7 BOE )PXMT $ + ���� )ZQFSBTZNQUPUJDT 1SPD� 3� 4PD� " ��� ���m��
<�> #FSSZ . 7 ���� 8BWFT BOE 5IPN�T UIFPSFN "EW� 1IZT� �� �m��

��
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<��> #FSSZ . 7 ���� 4DBMJOHT GPS EJGGSBDUJPO�EFDPSBUFE DBVTUJDT JO HSBWJUBUJPOBM MFOTJOH +� 0QU�
�� ������

<��> 6OSVI 8 ( ���� &YQFSJNFOUBM CMBDL�IPMF FWBQPSBUJPO 1IZT� 3FW� -FUU� �� ����m�
<��> 6OSVI 8 ( ���� 4POJD BOBMPHVF PG CMBDL IPMFT BOE UIF FGGFDUT PG IJHI GSFRVFODJFT PO CMBDL IPMF

FWBQPSBUJPO 1IZT� 3FW� % �� ����
<��> 4DIÛU[IPME 3 BOE 6OSVI8( ���� (SBWJUZ XBWF BOBMPHVFT PG CMBDL IPMFT 1IZT� 3FW�% �� ������
<��> -FPOIBSEU 6 ,JTT 5 BOE ¸ICFSH 1 ���� #PHPMJVCPW UIFPSZ PG UIF )BXLJOH FGGFDU JO #PTFm&JOTUFJO

DPOEFOTBUFT +� 0QU� #� 2VBOUVN 4FNJDMBTT� 0QU� � 4��m4��
<��> #BSDFMÓ $ -JCFSBUJ 4 BOE 7JTTFS . ���� "OBMPHVF HSBWJUZ -JWJOH 3FW� 3FMBUJW� �� �
<��> 3PVTTFBVY ( .BUIJT $ .BÐTTB 1 1IJMCJO 5 ( BOE -FPOIBSEU 6 ���� 0CTFSWBUJPO PG OFHBUJWF�

GSFRVFODZ XBWFT JO B XBUFS UBOL� B DMBTTJDBM BOBMPHVF UP UIF )BXLJOH FGGFDU /FX +� 1IZT�
�� ������

<��> 3PVTTFBVY ( .BÐTTB 1 .BUIJT $ $PVMMFU 1 1IJMCJO 5 ( BOE -FPOIBSEU 6 ���� )PSJ[PO FGGFDUT
XJUI TVSGBDF XBWFT PO NPWJOH XBUFS /FX +�1IZT� �� ������

<��> 8FJOGVSUOFS 4 5FEGPSE & 8 1FOSJDF . $ + 6OSVI 8 ( BOE -BXSFODF ( " ���� .FBTVSFNFOU PG
TUJNVMBUFE )BXLJOH FNJTTJPO JO BO BOBMPHVF TZTUFN 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> &VWÊ -�1 .JDIFM ' 1BSFOUBOJ 3 1IJMCJO 5 ( BOE 3PVTTFBVY ( ���� 0CTFSWBUJPO PG OPJTF DPSSFM�
BUFE CZ UIF IBXLJOH FGGFDU JO B XBUFS UBOL 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> &VWÊ -�1 3PCFSUTPO 4 +BNFT / 'BCCSJ " BOE 3PVTTFBVY ( ���� 4DBUUFSJOH PG DP�DVSSFOU TVSGBDF
XBWFT PO BO BOBMPHVF CMBDL IPMF 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> &VWÊ -�1 BOE 3PVTTFBVY ( ���� /PO�MJOFBS QSPDFTTFT BOE TUJNVMBUFE IBXLJOH SBEJBUJPO JO IZESP�
EZOBNJDT GPS EFDFMFSBUJOH TVCDSJUJDBM GSFF TVSGBDF áPXT XJUI B TVCMVNJOBM EJTQFSTJPO SFMBUJPO
	BS9JW�����������


<��> 'PVSESJOPZ + 3PCFSUTPO 4 +BNFT / 'BCCSJ " BOE 3PVTTFBVY ( ���� $PSSFMBUJPOT PO XFBLMZ
UJNF�EFQFOEFOU USBOTDSJUJDBM XIJUF�IPMF áPXT 1IZT� 3FW� % ��� ������

<��> 1IJMCJO 5 ( ,VLMFXJD[ $ 3PCFSUTPO 4 )JMM 4 ,ÕOJH ' BOE -FPOIBSEU 6 ���� 'JCFS�PQUJDBM BOBMPH
PG UIF FWFOU IPSJ[PO 4DJFODF ��� ����

<��> #FMHJPSOP ' $BDDJBUPSJ 4 - $MFSJDJ . (PSJOJ 7 0SUFO[J ( 3J[[J - 3VCJOP & 4BMB 7 ( BOE 'BD�
DJP % ���� )BXLJOH SBEJBUJPO GSPN VMUSBTIPSU MBTFS QVMTF àMBNFOUT 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> %SPSJ + 3PTFOCFSH : #FSNVEF[ % 4JMCFSCFSH : BOE -FPOIBSEU 6 ���� 0CTFSWBUJPO PG TUJNVMBUFE
)BXLJOH SBEJBUJPO JO BO PQUJDBM BOBMPHVF 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> (BSBZ - + "OHMJO + 3 $JSBD + * BOE ;PMMFS 1 ���� 4POJD BOBMPH PG HSBWJUBUJPOBM CMBDL IPMFT JO
#PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUFT 1IZT� 3FW� -FUU� �� ����

<��> (BSBZ - + "OHMJO + 3 $JSBD + * BOE ;PMMFS 1 ���� 4POJD CMBDL IPMFT JO EJMVUF #PTF�&JOTUFJO DPO�
EFOTBUFT 1IZT� 3FW� " �� ������

<��> -FPOIBSEU 6 ,JTT 5 BOE¸ICFSH 1 ���� 5IFPSZ PG FMFNFOUBSZ FYDJUBUJPOT JO VOTUBCMF #PTF�&JOTUFJO
DPOEFOTBUFT BOE UIF JOTUBCJMJUZ PG TPOJD IPSJ[POT 1IZT� 3FW� " �� ������

<��> #BMCJOPU 3 'BCCSJ " 'BHOPDDIJ 4 3FDBUJ " BOE $BSVTPUUP * ���� /PO�MPDBM EFOTJUZ DPSSFMBUJPOT
BT TJHOBM PG )BXLJOH SBEJBUJPO JO #&$ BDPVTUJD CMBDL IPMFT 1IZT� 3FW� " �� ������

<��> $BSVTPUUP * 'BHOPDDIJ 4 3FDBUJ " #BMCJOPU 3 BOE 'BCCSJ " ���� /VNFSJDBM PCTFSWBUJPO PG
)BXLJOH SBEJBUJPO GSPN BDPVTUJD CMBDL IPMFT JO BUPNJD #PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUFT /FX +� 1IZT�
�� ������

<��> .BDIFS + BOE 1BSFOUBOJ 3 ���� #MBDL�IPMF SBEJBUJPO JO #PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUFT 1IZT� 3FW� "
�� ������

<��> 3FDBUJ " 1BWMPGG / BOE $BSVTPUUP * ���� #PHPMJVCPW UIFPSZ PG BDPVTUJD )BXLJOH SBEJBUJPO JO
#PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUFT 1IZT� 3FW� " �� ������

<��> .BZPSBM $ 3FDBUJ " 'BCCSJ " 1BSFOUBOJ 3 #BMCJOPU 3 BOE $BSVTPUUP * ���� "DPVTUJD XIJUF IPMFT
JO áPXJOH BUPNJD #PTFm&JOTUFJO DPOEFOTBUFT /FX +� 1IZT� �� ������

<��> -BSSÊ 1 3FDBUJ " $BSVTPUUP * BOE 1BWMPGG / ���� 2VBOUVN áVDUVBUJPOT BSPVOE CMBDL IPMF IPSJ[POT
JO #PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUFT 1IZT� 3FW� " �� ������

<��> EF /PWB + 3 . (VÊSZ�0EFMJO % 4PMT ' BOE ;BQBUB * ���� #JSUI PG B RVBTJ�TUBUJPOBSZ CMBDL IPMF
JO BO PVUDPVQMFE #PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUF /FX +� 1IZT� �� ������

<��> -BIBW 0 *UBI " #MVNLJO " (PSEPO $ 3JOPUU 4 ;BZBUT " BOE 4UFJOIBVFS + ���� 3FBMJ[BUJPO PG
B TPOJD CMBDL IPMF BOBMPH JO B #PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUF 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> 4UFJOIBVFS + ���� 0CTFSWBUJPO PG TFMG�BNQMJGZJOH )BXLJOH SBEJBUJPO JO BO BOBMPHVF CMBDL�IPMF
MBTFS /BU� 1IZT� �� ���

<��> 4UFJOIBVFS + ���� 0CTFSWBUJPO PG RVBOUVN )BXLJOH SBEJBUJPO BOE JUT FOUBOHMFNFOU JO BO BOBMPHVF
CMBDL IPMF /BU� 1IZT� �� ���

��
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<��> EF /PWB + 3 . (PMVCLPW , ,PMPCPW 7 * BOE 4UFJOIBVFS + ���� 0CTFSWBUJPO PG UIFSNBM )BXLJOH
SBEJBUJPO BOE JUT UFNQFSBUVSF JO BO BOBMPHVF CMBDL IPMF /BUVSF ��� ���

<��> ,PMPCPW 7 * (PMVCLPW , EF /PWB + 3 . BOE 4UFJOIBVFS + ���� 0CTFSWBUJPO PG TUBUJPOBSZ
TQPOUBOFPVT )BXLJOH SBEJBUJPO BOE UIF UJNF FWPMVUJPO PG BO BOBMPHVF CMBDL IPMF /BU 1IZT�
�� ���

<��> 4UFJOIBVFS + ���� $POàSNBUJPO PG TUJNVMBUFE IBXLJOH SBEJBUJPO CVU OPU PG CMBDL IPMF MBTJOH 1IZT�
3FW� % ��� ������

<��> #FSSZ . 7 FU BM ���� 4JOHVMBSJUJFT JO XBWFT BOE SBZT 1IZTJDT PG %FGFDUT 	����
 WPM 9997 FE
3 #BMJBO 	"NTUFSEBN� /PSUI�)PMMBOE 1VCMJTIJOH


<��> 4UPOF + 4FMG 3 BOE )PXMT $ ���� $POFT PG TJMFODF DPNQMFY SBZT BOE DBUBTUSPQIFT� IJHI�GSFRVFODZ
áPX�BDPVTUJD JOUFSBDUJPO FGGFDUT +� 'MVJE .FDI� ��� ��m��

<��> 'FMECSVHHF + 1FO 6�- BOE 5VSPL / ���� 0TDJMMBUPSZ QBUI JOUFHSBMT GPS SBEJP BTUSPOPNZ
	BS9JW�����������


<��> 'FMECSVHHF + BOE 5VSPL / ���� (SBWJUBUJPOBM MFOTJOH PG CJOBSZ TZTUFNT JO XBWF PQUJDT
	BS9JW�����������


<��> $PVUBOU " BOE 1BSFOUBOJ 3 ���� )BXLJOH SBEJBUJPO XJUI EJTQFSTJPO� UIF CSPBEFOFE IPSJ[PO
QBSBEJHN 1IZT� 3FW� % �� ������

<��> -FPOIBSEU 6 ���� " MBCPSBUPSZ BOBMPHVF PG UIF FWFOU IPSJ[PO VTJOH TMPX MJHIU JO BO BUPNJD NFEJVN
/BUVSF ��� ���m�

<��> ,JTT 5 BOE -FPOIBSEU 6 ���� 5PXBSET B DMBTTJàDBUJPO PG XBWF DBUBTUSPQIFT +� 0QU� "� 1VSF "QQM�
0QU� � 4���m�

<��> /BSEJO +�$ 3PVTTFBVY ( BOE $PVMMFU 1 ���� 8BWF�DVSSFOU JOUFSBDUJPO BT B TQBUJBM EZOBNJDBM TZT�
UFN� "OBMPHJFT XJUI SBJOCPX BOE CMBDL IPMF QIZTJDT 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������

<��> #FSSZ.7 ����%JWFSHFOU TFSJFT� GSPN5IPNBT #BZFT UP SFTVSHFODF WJB UIF SBJOCPX 5BML 1SFTFOUFE
BU UIF *OU� $FOUSF GPS 5IFPSFUJDBM 1IZTJDT� �� :FBST PG 4DJFODF GPS UIF 'VUVSF

<��> 1JUBFWTLJJ - BOE 4USJOHBSJ 4 ���� #PTF &JOTUFJO $POEFOTBUJPO 	0YGPSE� $MBSFOEPO

<��> 1FUIJDL $ BOE 4NJUI ) ���� #PTF�&JOTUFJO $POEFOTBUJPO JO %JMVUF (BTFT 	$BNCSJEHF� $BNCSJEHF

6OJWFSTJUZ 1SFTT

<��> -FPOIBSEU 6 BOE 3PCFSUTPO 4 ���� "OBMZUJDBM UIFPSZ PG )BXLJOH SBEJBUJPO JO EJTQFSTJWF NFEJB

/FX +� 1IZT� �� ������
<��> $PVUBOU " BOE 1BSFOUBOJ 3 ���� 6OEVMBUJPOT GSPN BNQMJàFE MPX GSFRVFODZ TVSGBDF XBWFT 1IZT�

'MVJET �� ������
<��> +BDPCTPO 5 ���� #MBDL�IPMF FWBQPSBUJPO BOE VMUSBTIPSU EJTUBODFT 1IZT� 3FW� % �� ����
<��> #SPVU 3 .BTTBS 4 1BSFOUBOJ 3 BOE 4QJOEFM 1 ���� )BXLJOH SBEJBUJPO XJUIPVU USBOT�1MBODLJBO

GSFRVFODJFT 1IZT� 3FW� % �� ����
<��> $PSMFZ 4 BOE +BDPCTPO 5 ���� )BXLJOH TQFDUSVN BOE IJHI GSFRVFODZ EJTQFSTJPO 1IZT� 3FW� %

�� ����
<��> $PSMFZ 4 ���� $PNQVUJOH UIF TQFDUSVN PG CMBDL IPMF SBEJBUJPO JO UIF QSFTFODF PG IJHI GSFRVFODZ

EJTQFSTJPO� BO BOBMZUJDBM BQQSPBDI 1IZT� 3FW� % �� ����
<��> )JNFNPUP : BOE 5BOBLB 5 ���� (FOFSBMJ[BUJPO PG UIF NPEFM PG )BXLJOH SBEJBUJPO XJUI NPEJàFE

IJHI GSFRVFODZ EJTQFSTJPO SFMBUJPO 1IZT� 3FW� % �� ������
<��> 4DIÛU[IPME 3 BOE 6OSVI 8 ( ���� 6OJWFSTBMJUZ PG UIF )BXLJOH FGGFDU 1IZT� 3FW� % �� ������
<��> "HVMMÓ * /BSWBSSP�4BMBT + BOE 0MNP ( ���� #MBDL IPMF SBEJBODF TIPSU EJTUBODFT BOE 5F7 HSBWJUZ

1IZT� 3FW� -FUU� �� ������
<��> "HVMMÓ * /BSWBSSP�4BMBT + 0MNP ( BOE 1BSLFS - ���� 4IPSU�EJTUBODF DPOUSJCVUJPO UP UIF TQFDUSVN

PG )BXLJOH SBEJBUJPO 1IZT� 3FW� % �� ������
<��> $PVUBOU " 1BSFOUBOJ 3 BOE 'JOB[[J 4 ���� #MBDL IPMF SBEJBUJPO XJUI TIPSU EJTUBODF EJTQFSTJPO BO

BOBMZUJDBM 4�NBUSJY BQQSPBDI 1IZT� 3FW� % �� ������
<��> #BSCBEP - #BSDFMÓ $ (BSBZ - BOE +BOOFT ( ���� 5IF USBOT�1MBODLJBO QSPCMFN BT B HVJEJOH

QSJODJQMF +� )JHI &OFSHZ 1IZT� ���� ���
<��> *TPBSE . BOE 1BWMPGG / ���� %FQBSUJOH GSPN UIFSNBMJUZ PG BOBMPHVF )BXLJOH SBEJBUJPO JO B

#PTF�&JOTUFJO DPOEFOTBUF 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������
<��> "JSZ ( # ���� 0O UIF JOUFOTJUZ PG MJHIU JO UIF OFJHICPVSIPPE PG B DBVTUJD 5SBOT� $BNC� 1IJM� 4PD�

� ���m���
<��> "JSZ ( # ���� 4VQQMFNFOU UP B QBQFS iPO UIF JOUFOTJUZ PG MJHIU JO UIF OFJHICPVSIPPE PG B DBVTUJDu

5SBOT� $BNC� 1IJM� 4PD� � ���m���
<��> 0MWFS ' 8 + FU BM 	FE
 /*45 %JHJUBM -JCSBSZ PG .BUIFNBUJDBM 'VODUJPOT 	BWBJMBCMF BU� IUUQ���EMNG�

OJTU�HPW�
 3FMFBTF ����� 	"DDFTTFE �� .BSDI ����


��
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<��> 5IPN 3 ���� 4UBCJMJUÊ 4USVDUVSFMMF FU .PSQIPHÊOÍTF 	/FX :PSL� #FOKBNJO

<��> "SOPM�E 7 * ���� $SJUJDBM QPJOUT PG TNPPUI GVODUJPOT BOE UIFJS OPSNBM GPSNT 6TQFLIJ .BU� /BVL

�� �
"SOPM�E 7 * ���� 3VTT� .BUI� 4VSWT �� �

<��> 1PTUPO 5 BOE 4UFXBSU * ���� $BUBTUSPQIF 5IFPSZ BOE JUT "QQMJDBUJPOT 	/FX :PSL� %PWFS
1VCMJDBUJPOT


<��> (JMNPSF 3 ���� $BUBTUSPQIF 5IFPSZ GPS 4DJFOUJTUT BOE &OHJOFFST 	/FX :PSL� 8JMFZ

<��> )PXMT $ + BOE 4UPOF + ���� *OWJTJCMF DBUBTUSPQIFT� XIFO UP UVSO BO BTZNQUPUJD CMJOE FZF 3FTVSHFOU

"TZNQUPUJDT JO 1IZTJDT BOE.BUIFNBUJDT 	4BOUB #BSCBSB� ,BWMJ *OTUJUVUF GPS 5IFPSFUJDBM 1IZTJDT

<��> #PZE 8 ( $ ���� &SSPS CPVOET GPS UIF NFUIPE PG TUFFQFTU EFTDFOUT 1SPD� 3� 4PD� " ��� ���m���
<��> #FDL . .BSDIFTJ ( 1JYUPO % BOE 4BCBMLB - ���� " 'JSTU $PVSTF JO $PNQMFY "OBMZTJT 	"OO

"SCPS .*� 0SUIPHPOBM 1VCMJTIJOH

<��> #FSSZ . 7 ���� 'PDVTJOH BOE UXJOLMJOH� DSJUJDBM FYQPOFOUT GSPN DBUBTUSPQIFT JO OPO�HBVTTJBO

SBOEPN TIPSU XBWFT +� 1IZT� " �� ����m��
<��> 8SJHIU ' + ���� 5IF 4UPLFT TFU PG UIF DVTQ EJGGSBDUJPO DBUBTUSPQIF +� 1IZT� "� .BUI� (FO� �� ����
<��> )PXMT $ + ���� )ZQFSBTZNQUPUJDT GPS JOUFHSBMT XJUI àOJUF FOEQPJOUT 1SPD� 3� 4PD� " ��� ���m��
<��> #FOOFUU 5 )PXMT $ + /FNFT ( BOE 0MEF %BBMIVJT " # ���� (MPCBMMZ FYBDU BTZNQUPUJDT GPS

JOUFHSBMT XJUI BSCJUSBSZ PSEFS TBEEMFT 4*". +� .BUI� "OBM� �� ����m��
<��> %JOHMF 3 # ���� "TZNQUPUJD &YQBOTJPOT� 5)FJS %FSJWBUJPO BOE *OUFSQSFUBUJPO 	/FX :PSL� "DB�

EFNJD

<��> 1BSJT 3 # BOE 8PPE " % ���� &YQPOFOUJBMMZ�JNQSPWFE BTZNQUPUJDT GPS UIF HBNNB GVODUJPO

+� $PNQVU� "QQM� .BUI� �� ���m��
<��> "OEFSTTPO / BOE )PXMT $ + ���� 5IF BTZNQUPUJD RVBTJOPSNBM NPEF TQFDUSVN PG OPO�SPUBUJOH

CMBDL IPMFT $MBTT� 2VBOUVN (SBW� �� ����m��
<��> %VNMV $ , ���� 4UPLFT QIFOPNFOPO BOE )BXLJOH SBEJBUJPO 1IZT� 3FW� % ��� ������
<��> %VNMV $ , BOE %VOOF ( 7 ���� 4UPLFT QIFOPNFOPO BOE 4DIXJOHFS WBDVVN QBJS QSPEVDUJPO JO

UJNF�EFQFOEFOU MBTFS QVMTFT 1IZT� 3FW� -FUU� ��� ������
<��> )BTIJCB 4 -JOH 4 BOE -POH " + ���� "O BOBMZUJD FWBMVBUJPO PG HSBWJUBUJPOBM QBSUJDMF QSPEVDUJPO

PG GFSNJPOT WJB TUPLFT QIFOPNFOPO +PVSOBM PG )JHI &OFSHZ 1IZTJDT ���� ���
<��> )PXMT $ + -BOHNBO 1 + BOE 0MEF %BBMIVJT " # ���� 0O UIF IJHIFSmPSEFS 4UPLFT QIFOPNFOPO

1SPD� 3� 4PD� ��� ����m���
<��> #FSSZ.7 BOE.PVOU , & ���� 4FNJDMBTTJDBM BQQSPYJNBUJPOT JO XBWF NFDIBOJDT 3FQ� 1SPH� 1IZT�

�� ���m��
<��> #FSSZ . 7 BOE %FOOJT . 3 ���� 2VBOUVN DPSFT PG PQUJDBM QIBTF TJOHVMBSJUJFT +� 0QU� "

� 4���m��
<��> #FSSZ . 7 ���� 5ISFF RVBOUVN PCTFTTJPOT /POMJOFBSJUZ �� 5��m5��
<��> 0MEF %BBMIVJT " # ���� )ZQFSBTZNQUPUJD TPMVUJPOT PG IJHIFS PSEFS MJOFBS EJGGFSFOUJBM FRVBUJPOT

XJUI B TJOHVMBSJUZ PG SBOL POF 1SPD� 3� 4PD� " ��� �m��
<��> "OJDFUP * 4DIJBQQB 3 BOE 7POL . ���� 5IF SFTVSHFODF PG JOTUBOUPOT JO TUSJOH UIFPSZ $PNNVO�

/VNCFS 5IFPSZ 1IZT� � ���m���

��


