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Introduction

En 1981, Sansuc et l'auteur [CT/S81] émirent une conjecture de type local-global sur le
groupe de Chow des zéro-cycles sur une surface rationnelle définie sur un corps de nombres
k. Cette conjecture apparait maintenant comme un cas trés particulier d’une conjecture de
type local-global pour les groupes de Chow des variétés définies sur un corps de nombres (voir
le rapport [CT95] pour les zéro-cycles, et [CT97] pour les cycles de dimension quelconque),
conjecture qui recouvre par ailleurs la “suite duale” de Cassels [Ca64] en théorie des courbes
elliptiques.

La conjecture originale de [CT/S81] fut établie par Salberger [Sal88] pour toute surface
fibrée en coniques au-dessus de la droite projective Pk

- La méthode de Salberger est susceptible de variantes. Ainsi, dans [CT/SwD94], nous avons
étudié les zéro-cycles sur les variétés de dimension quelconque fibrées au-dessus de la droite
projective, la fibre générique étant une variété de Severi-Brauer (voir [CT/Sk/SwD97] pour des
hypothéses plus générales sur la fibre générique et les fibres spéciales).

Dans le présent article, je m’intéresse au cas des surfaces fibrées en coniques sur une courbe
C de genre quelconque. Reprenant en grande partie la méthode de Salberger [Sal88], mais la
débarrassant d'un certain nombre d’artefacts, j’établis, pour une telle surface X/C, sous quelques
hypotheses techniques supplémentaires, la validité de la conjecture locale-globale pour la partie

“relative” du groupe de Chow des zéro-cycles de X, c’est-a-dire pour le noyau CHy(X/C) de
I'application naturelle CHy(X) — CHy(C). La conjecture mentionnée ci-dessus reste ouverte

pour le groupe CHy(X) lui-méme.

- Avant de donner les énoncés, fixons quelques notations. On désigne par k un corps parfait
de caractéristique différente de 2, de cloture algébrique k. On note G = Gal(k/k). Soit C une
k-courbe projective, lisse et géométriquement intégre, équipée d’un k-point P,,. Soit X une
k-surface projective, lisse, géométriquement intégre, équipée d’un k-morphisme p : X — C dont
toutes les fibres sont des coniques. On suppose que la fibre X, = p~1(Py) est lisse. Dans cet
article, lorsque ’on parlera d’une surface fibrée en coniques, on supposera que les conditions
ci-dessus sont satisfaites. On note {P;}icr I'ensemble des points fermés P € C dont la fibre

p~1(P) n’est pas lisse.

Soit X = X x3 k. Le groupe de Néron-Severi NS(X) est un module galoisien, qui est
ici un G-réseau. Soit T' le k-tore de groupe des caractéres T = NS(X). Soit CHo(X) le
groupe de Chow des zéro-cycles modulo I’équivalence rationnelle. Soit CHy(X/C) le noyau de



la-projection naturelle CHo(X) — CHy(C). On dispose d’une application “caractéristique”
® : CHy(X/C) — H*(k,T) (voir ([Fro95], §1: [Fro97a, §1).

Supposons que k est un corps de nombres, soit {2 ’ensemble de ses places. Pour v € , soit
ky le complété de k en v. On note X, = X Xy, ky et Cy = C Xy ky, puis &, : CHy(X,/C,) —
H'(k,,T) V'application caractéristique locale. -

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de P'article.

Théoréme A Soit k un corps de nombres, et X/C une surface fibrée en coniques comme
ci-dessus. Soit @ € H'(k,T). Si pour chaque place v de k, la restriction o, € H'(k,,T) est
dans 'image de ®,, alors o est dans I'image de ®. Plus précisément, si o, = ®,(2,), alors il
existe z € CHy(X/C) tel que ®(z) = « et que pour chaque place v la restriction de z dans
CHy(X,/Cy) coincide avec z,.

Rappelons ([Gros87], [Fro97a]) que le groupe CHp(X/C) est fini, et que les groupes
CHy(X,/C,) sont finis et presque tous nuls. L’accouplement naturel entre le groupe de Chow
des zéro-cycles et le groupe de Brauer et la loi de réciprocité du corps de classes donnent nais-
sance & un complexe de groupes finis :

CHy(X/C) — €D CHo(X,/Cy) — Hom(Br(X)/Br(C), Q/2).
vEQR

Théoréme B  Soit k un corps de nombres totalement imaginaire. Soit X/C une surface
fibrée en coniques au-dessus d’une courbe C, comme ci-dessus. Alors le complexe naturel de
groupes abéliens finis

CHo(X/C) = €D CHo(X,/Cy) — Hom(Br(X)/Br(C), Q/Z)
vE

est exact.

On comparera les théorémes A et B avec [CT/SwD94], Thm 6.2 (ii) et [CT/SwD94], Thm
6.2 (i), et avec les généralisations obtenues au paragraphe 4 de [CT/Sk/SwD97].

Dans [Sal88], un argument-clé est la décomposition canonique des polyndmes en une variable
utilisée au §6. Cette décomposition repose sur la division euclidienne dans I’anneau k[t]. Mais
il s’avére extrémement simple de lui trouver un substitut dans I’anneau k[U], ot U désigne le
complémentaire de P, dans la courbe C. Ce qui semblait étre un bloquage total s’est évanoui
4 Bombay (Mumbai), un soir de Janvier 1996 (voir §4). _

Une autre difficulté venait des lemmes de position générale pour les zéro-cycles ([Sal8g],
§5). Une version algébrique plus faible des lemmes de déplacement suffit (§2).

Enfin, si I'on proceéde bien par réduction aux zéro-cycles effectifs, on n’a pas besoin de
préciser le degré (& la différence de [Sal88], Theorem (3.1)), ce qui sera sans doute bien utile
pour les généralisations.

Grace au travail d’E. Frossard ([Fro95, 97a, 97b]), il devrait étre facile d’étendre les résultats
principaux du présent article au groupe CHy(X/C) pour X une k-variété projective, lisse,
géométriquement intégre, fibrée au-dessus d’une courbe C projective et lisse de genre quel-
conque, de fibre générique une variété de Severi-Brauer d’indice sans facteur carré, et possédant
une fibre lisse au-dessus d’un k-point de C. Il sera sans doute un peu plus délicat d’étendre
[CT/Sk/SwD97].

" Remerciements Cet article a été congu en Janvier 1996, lors d’un séjour & 'Institut Tata
(Mumbai, Inde). Il a été achevé & I'Institut Isaac Newton (Cambridge, G.-B.). Je remercie ces
Instituts pour leur hospitalité. Le présent article a bénéficié de discussions avec R. Sujatha, E.
Frossard, V. Suresh et R. Parimala.
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§1. Groupe de Chow des zéro-cycles sur les surfaces fibrées en coniques (rap-
pels) '

Soit k, k et C comme dans 'introduction. Pour toute extension de corps L/k, on note L(C)
le corps des fonctions de C xy L. On note k(C) le corps des fonctions de C = C xj k. Soit
p : X — C une surface fibrée en coniques comme dans I'introduction, et A/k(C) 'algébre de
quaternions correspondant & la fibre générique de p. On note Nred(A*) C k(C)* le sous-groupe
des normes réduites. On note U le complémentaire dans C' du point P,. On note k(C)%, le
sous-groupe de k(C)* formé des fonctions qui en tout point P € C s’écrivent comme le produit
d’une unité en P par un élément de Nred(A*). C’est aussi le groupe des fonctions rationnelles
non nulles dont le diviseur sur C est I'image directe d’'un zéro-cycle sur X (pour tout ceci,
voir [Sal85], [CT/Sko93] et [Fro95]). Etant donné un ouvert non vide W C C, on utilisera la
notation k(W)3,, pour le sous-groupe de k(C)* formé des fonctions qui partout localement sur
W s’écrivent comme une unité fois une norme réduite de A. Ce sont les fonctions f dont le
diviseur divw (f) = p«(2) sur W est I'image directe Pa (2) d’un zéro-cycle sur Xy = X x¢ W.
On a le lemme (voir [CT/Sko93], §1 et Prop. 2.1) :

Lemme 1.1 . Soit W une k-courbe lisse et géométriquement intégre. Soit p: X — W une
surface fibrée en coniques, et soit A/k(W) I’algébre de quaternions associée. Soit z un zéro-cycle
sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le zéro-cycle z est rationnellement équivalent & zéro sur X .

b) 1l existe h € A* tel que p,(z) = diviy (Nred(h)). []

Ainsi I'application qui & une fonction f € k(W)j, telle que diviw(f) = p.(2) associe la
classe de z induit un isomorphisme

k(W) an/k[W]"Nred(A*) ~ CHo(Xw /W),

ol k[W] = H%(W, Ow), et k[W]* est le groupe des fonctions inversibles sur W (cf. [CT/Sko93],
op. cit.). En particulier, on a

k(C)%,/k*Nred(A*) ~ CHy(X/C)

t
) k(U)%, /k*Nred(A*) = CHo(Xy/U)

puisque toute fonction inversible sur U = C — P, est constante.

On notera Spec(E) le sous k-schéma fermé réduit de U définissant les points P;, ¢ € I, de
mauvaise réduction pour X/C. On a E = [];c; ki, ou k; désigne le corps résiduel en P;. On
notera Spec(F') le revétement fini étale de rang constant 2 associé. A chaque point P; est associé
un corps /;, extension quadratique de k;, correspondant & 1’extension quadratique sur laquelle
sont définies les deux composantes de la fibre en P;. On a F = [];;l;. On note N; la norme
de l; & k;, et N la norme de F' 3 E.



On dispose d’une application dite de spécialisation
sp: k(U)s, = E*/NF* =[] kt/Nil}.
iel

Sur la composante 4, cette application est ainsi définie : on représente f € k(U)%, comme le
produit d’une unité u; € Of p, dans 'anneau local en F; par une norme réduite de A, et on
regarde la classe de u; dans k;. On vérifie que cela ne dépend pas du choix de 1’écriture. Ceci
se voit simplement au niveau du complété de k(C) en F;, voir [Sal85], [CT/Sko93], [Fro95]; ou
encore par le fait que I'image de sp;(f) € k}/N;lf C Br(k;) n’est autre que le résidu en P; de
fUA€e H3(k(C),Z/2).

Cette application induit une application

®y.: CHy(Xy/U) = E*/k*NF*
(ol k* est envoyé dans E* = [[;; k} par 'application diagonale).

Par ailleurs, on dispose de la suite exacte de modules galoisiens :
0 — Pic°(C) — Pic(X) — NS(X) — 0.
Le module galoisien NS(X) est un G-réseau. Soit T le k-tore de groupe des caractéres

T = NS(X). La restriction 3 la fibre générique de X/C, fibre qui est isomorphe 3 P%( o

(théoréme de Tsen), donne naissance 4 la suite exacte de G-réseaux :
0Ty >T—=Z—0.

Soit P; = ®Zz le G-module de permutation de base les points z € C de mauvaise réduction
pour-la projection X /C, et soit P, C Div(X) le G-module de permutation de base les com-
posantes des fibres dégénérées de la fibration X/C. On a alors une suite exacte de G-réseaux

03 PL—PoZ—Ty—0,
ol la fleche P. — P» & Z envoie le générateur z € C sur p~*(z) — p~ 1 (Pw):

Par I’antidualité usuelle, on obtient des suites exactes de k-tores :

12G,—=T—-T5—0

et
1Ty —> RF/ka Xr Gm — RE/ka — 1.

Ainsi H'(k,Tp) = E*/k*NF*, et on a la suite exacte :
0— HY(k,T) — E*/k*NF* — Br(k),
ou la fleche E*/k*NF* — Br(k) est obtenue par passage au quotient & partir de ’application

composée
E*/NF* = @;erk] [Nil] C @;erBr(k;) — Br(k),

la derniére fleche étant la somme des applications de corestriction. (Pour une discussion de tout
ceci, voir [Fro95], [Fro97al, [Fro97b].)



Lemme 1.2 On a le diagramme commutatif

0 = CHO(X/C) - CH()(XU/U) — Br(k)
@ 1=y =
0 - H\T) - E*/k*NF* - Br(k).

Dans ce diagramme, la flecche ® : CHy(X/C) — H'(k,T) est Vapplication caractéristique (voir
[Fro95] et [Fro97b). La fleche £ : CHy(Xy/U) — E*/k*NF* est la flecche ®y définie ci-dessus.
La fleche CHo(Xy/U) — Br(k) est définie comme suit. Soit [X.] € Br(k) la classe de la
conique X, fibre de X/C au-dessus du point P,. Etant donné un élément z € CHy(Xy/U),
on le représente par un zéro-cycle Z sur Xy. On associe alors & z la classe deg(Z)[X ] € Br(k).

Démonstration On se reportera  [Sal88], [Fro95] et [Fro97a, Prop. 3.8]. Voici néanmoins
quelques indications. Pour f € k(U)},, 'image de £(f) par l'application E*/k* NF* — Br(k)
coincide avec Voo (f)[Xoo]. Cette formule résulte du complexe de Bloch-Ogus usuel

H3(k(C),Z/2) » €D H(k(P),Z/2) — H?(k,Z/2),
PeC

oil les fleches de gauche sont des fleches de résidu, et ol celles de droite se traduisent comme les
applications de corestriction 3Br(k(P)) = 3Br(k), et des faits suivants :

‘a) Pour P € C point fermé de bonne réduction pour X/C, donc pour A, et f € k(C)*, le
résidu en P de fU A est précisément vp(f)A(P), qui est nul si et seulement si f est “dn” en P.
Au point Py, ce résidu est donc veo(f)[Xoo)- |

b) Pour P I’un des P;, le résidu de f U A est précisément sp;(f).

(Ceci établit P’assertion ci-dessus selon laquelle le composé de la fleche diagonale k* —
I1; kf/N;l} avec la somme des corestrictions est nul.) []

Rappelons le résultat suivant, cas particulier d’un résultat de Merkur’ev et Suslin ([M/S],
Thm. (12:1)): '

Proposition 1.3 Soit F un corps, car(F') # 2, soit A une algébre de quaternions sur
F et soit f € F*. Alors f est une norme réduite de A si et seulement si le cup-produit
fUA =0 € H3(F,Z/2). Dans cet énoncé, on a noté abusivement f la classe de f dans
F*/F*2 = HY(F,Z/2) et A la classe de A dans la 2-torsion du groupe de Brauer de F, elle-
méme isomorphe & H?(F,Z/2).

§2. Lemmes de déplacement et d’effectivité de zéro-cycles

Lemme 2.1 Soit k un corps infini, soient D et C des k-courbes projectives, lisses, géomé-
triquement intégres, et f : D — C un k-morphisme fini et plat. Soit ¢ = g(D) le genre de
la courbe D. Soit L un faisceau inversible sur D, de degré au moins égal & 2g+1. Soit S un
ensemble fini de points fermés de D. Il existe alors un diviseur effectif A sur D, qui est une
section de L, a son support étranger & S, et tel que le zéro-cycle f,(A) sur C aient toutes ses
multiplicités égales a 1.

Démonstration La condition que le degré d de L soit au moins égal & 2g + 1 assure que

le faisceau L est tres ample. Soit H = P(H?(D, L)). C’est un espace projectif de dimension
d — g. D’aprés le théoréme de Bertini, on peut trouver un ouvert de Zariski de H tel que pour
tout point de cet ouvert, le diviseur correspondant de D soit sans facteur multiple.



Soit P un point fermé de D. L’espace projectif des sections de L&Op(—P) est de dimension

strictement plus petite que H = P(H 0(D, L)) (appliquer Riemann-Roch sur la cléture algébrique
de k, on est alors réduit au cas d’un point de degré un).

Soit U C D x¢ D Pouvert complémentaire de la diagonale. C’est une variété de dimension
un. Soit Z C U xy H le fermé formé des triples {Py, P2, h}, avec P; € h et P € h. Les fibres
de la projection Z — U au-dessus d’un point géométrique (P1, P,) € U(k) sont des espaces
projectifs de dimension d — g — 2, comme on voit en appliquant le théoréme de Riemann-Roch.
Ainsi la dimension de Z est d — g — 1, et son image par la projection U Xy H — H est un
ensemble constructible dont 1'adhérence a dimension au plus d — g — 1.

L’énoncé résulte de la combinaison de ces trois remarques. []

Lemme 2.2 Soit k un corps parfait infini, C/k une k-courbe projective, lisse et géométri-
quement intégre, X une k-variété projective, lisse et géométriquement intégre, et p: X — C un
k-morphisme propre et plat. Soit A un point fermé de X, et soient P;,i =1,-- -, n, des points
fermés de C. Soit z un zéro-cycle sur X. Il existe alors un entier ro > 0 (dependant de z) tel
que pour tout entier r > 1y, il existe un zéro-cycle effectif z, rationnellement équivalent & z+rA
sur X, et tel que de plus le zéro-cycle p.(z,) sur C ait son support en dehors des points P; et
de p(A), et ait toutes ses multiplicités égales 3 un.

Démonstration Fixons un point fermé R € X tel que p(R) # p(A). Par une variante
connue des théorémes de Bertini (voir [A-K] et [Coray]), on peut trouver une courbe D ¢ X
projective, lisse et géométriquement intégre qui contienne chaque point du support de z ainsi
que les points A et R. L’application pp : D — C induite par p est alors finie et plate. Soit
S T’ensemble fini des points fermés de D dont I'image par pp est soit p(A) soit 'un des points
F;. Soit g = g(D) le genre de D. En prenant pour 7 le plus petit entier supérieur ou égal 3
(2g + 1 — deg(z))/deg(A)), 'énoncé résulte immédatement du lemme précédent. []

Remarque Dans le cas particulier qui va nous intéresser ici, celui ol X est une surface
fibrée en coniques relativement minimale au-dessus d’une courbe C de genre g, Salberger [Sal85]
montre que-tout zéro-cycle de degré au moins égal & N = 2¢g + [(r — 3) /2] est rationnellement
équivalent & un zéro-cycle effectif. Le cas C = P} de ce théoréme, dii & Coray et I’auteur, est
utilisé par Salberger dans [Sal88]. Mais cette demonstratiOn ne permet pas a priori de trouver 2z
tel que p.(z) ait toutes ses multiplicités égales & un et soit étranger & des points fermés P; donnés
a I'avance. Dans [Sal88], §5, Salberger résoud ce probléme par un argument spécifique aux corps
locaux. Il est fait de méme dans [CT/ SwD94], Lemma 6.2.1. La présente démonstration évite
ce probléme. Une autre fagon de s’en débarrasser, pour C = P, a été utilisée dans [CT/SwD94]
(Remark 5.1.1; voir aussi [CT/Sk/SwD97], Remark 4.2 (b)), mais elle ne semble pas s’adapter
au cas d’une courbe de base C de genre g > 0.

Depuis la rédaction du présent article, Frossard et Suresh ont montré (non publié) que, pour
X/C -une surface fibrée en coniques comme ci-dessus, il existe un entier N; tel que tout zéro-
cycle sur X de degré au moins égal & N; soit rationnellement équivalent, sur X, & un zéro-cycle
effectif z du type cherché, i.e. tel que p.(z) ait son support étranger & certains points fermés
de C, et ait toutes ses multiplicités égales & un. Cela permettrait une rédaction légérement
différente de la Proposition 5.1 ci-dessous.

§3. Approximation de fonctions sur un corps local

On conserve les notations du paragraphe 1. En particulier, on note U = C — Py. On
appelle degré d’une fonction f € k[U] I'opposé de la valuation vp_ (f). On dit que f € k[U] est



séparable si le diviseur de f sur U a toutes ses multiplicités égales & un. Pour f € k[U] non nul,
f appartient & k(U)3, et est séparable si et seulement si

diVU(f) = Z Ri

avec R; # R; pour i # j et avec Xg;(k(R;)) # 0 pour tout 7 (on note k(R) le corps résiduel
d’un point fermé R).

Lemme 3.1 Soit k un corps local de caractéristique nulle. Soit f € k[U] N k(U)3%,.
Supposons que f est séparable sur U et inversible en les points F;, i € I. Soit z un zéro-cycle
effectif sur Xy tel que divy(f) = p«(2).

Pour tout g € k[U] de méme degré que f et sufisamment proche de f dans le k-vectoriel
W de dimension finie formé des g € k[U] tels que voo(g) > voo(f), On a :

(i) g € k(U)%,,; plus précisément, il existe un zéro-cycle z1 effectif sur Xy de méme degré
que z, tel que divy(g) = p«(21).

(i) sp(f) = sp(g) € E*/NF™. |

(iii) f/g est une norme réduite de A, et z est rationnellement équivalent & z; sur X.

Démonstration  Soit divy(f) = X°; Rj = p«(2) avec z zéro-cycle effectif sur Xy. Pour
tout point Rj, il existe un point fermé Q, sur X avec p(Q;) = R; et k(R;) ~ k(Q;). On
peut supposer z = Z Qj. On choisit pour chaque paire Q;, R; une courbe intégre C; cX
‘étale au-dessus de C en @;. En utilisant une version convenable du théoréme de Krasner et le
theoreme des fonctions implicites, on voit que si g est “trés proche” de f, alors divyy(g) = >, Tj
avec T; = p.(S;) et S; point fermé de Cj; trés proche de Q; (tous les points d’indice j aya.nt
méme corps résiduel). CeC1 établit le point (i), et le point (ii) est clair, puisque sp; envoie f sur
la classe dans k} /Nl de I'évaluation de f en P;.

Supposons k p—ad1que Soit O lanneau des entiers de k, et soit C/O un modele integre,
régulier, propre de la courbe C/k au-dessus de O. Le point rationnel P, définit une section de
C/O; soit U le complémentaire de cette section (ceci n’est en général pas un schéma affine). Soit
By l'anneau local de X au point generlque y d’une composante de Ia fibre spéciale Y de X/O.
Soit B le complété de By, et soit K le corps des fractions de B Par le lemme de Hensel,

il existe un entier n tel que tout élément de 1 + p™ B, est un carré dans B (la valuation de p
dans B, est strictement positive). Il existe donc un entier m tel que tout element de la forme
s pmh avec h entier en chaque point générique y de la fibre spéciale differe de f, dans chaque
Ky, par un carré.

D’apres les parties (i) et (ii), on sait déja que pour g € W dans un voisinage ouvert W1 de f,
la classe de f/gUA € H3(k(C), Z/2) a ses résidus triviaux en chaque point fermé de C'. L’anneau
O[U] = HO(U, Oy) est contenu dans chaque anneau local B,. Pour tout h € O[], on voit donc
que (f + p™h)/f est un carré dans chaque K, et donc ((f +pmh)/f) UA=0¢c H¥K,,Z/2).
La trace de f 4+ p™O[U] sur le k-vectoriel W de 1’énoncé est clairement un ouvert Ws. Pour
g € Wi N Wa, on voit donc que la classe g/f U A, sur C, a tous ses “résidus” triviaux : ici les
“résidus” sont pris au sens du complexe de Bloch-Ogus défini par Kato [Kato86]. Il en résulte
([Kato86], Proposition 5.2) que la classe g/fUA € H 3(k(C),Z/2) est nulle (ceci vaut méme
si k est dyadique), et donc, par la Proposition 1.3, que g/f est une norme réduite de A. Soit
divyy(g) = p«(21) comme dans (i). Des rappels suivant le lemme 1.1 il résulte alors que le zéro-
cycle z — 2, est rationnellement équivalent & zéro sur Xy, donc aussi sur X puisqu’il est de degré
zéro et que la fibre X, est une conique lisse.

" Supposons k archimédien. Si k est le corps C des complexes, 'algébre A est déployée sur
C(C) (théoréme de Tsen), et tout élément de C(C) est une norme réduite. Supposons que
k est le corps R des réels. Soit T' C C(R) le complémentaire de p(X(R)). C’est une union
T = |J,es Ts d’intervalles et de cercles. Les points P; qui sont réels n’appartiennent pas a T.
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L’hypothése f € R(U)}, implique que pour tout point P de T, la valuation vp(f) est paire.
Ainsi, sur toute composante connexe T, de T', la fonction f a un signe constant €, = +1 13
ou elle est inversible. Sur chaque composante T, choisissons un point P, ou f est inversible.
Pour g comme dans ’énoncé et suffisamment proche de f, on a déja vu que g appartient &
R(U)%,- Le raisonnement ci-dessus s’applique donc & g : tout tel g a un signe constant sur
chaque T,;. Dans un voisinage convenable de f, tout tel g est inversible en chaque P, et prend
en P, le méme signe que f. Pour tout tel g, la fonction g/f prend donc des valeurs positives
sur T' 1a ol elle est définie. D’aprés le théoréme de Tsen, 'algebre de quaternions A/R(C)
peut s’écrire A = (—1,h)gr(c), pour b € R(C)* convenable. En dehors d'un nombre fini de
points d’indétermination, un point M € C(R) appartient & T si et seulement si h(M) < 0.
Ainsi h(M) < 0 implique (g/f)(M) > 0. L’algébre de quaternions (h, g/f)r(c) s’annule done
en presque tout point de C(R). Par un théoréme de Witt [Witt37], elle est nulle, donc g/f
s'écrit a® — hb?, avec a,b € R(C) et g/f est une norme réduite de I’algtbre A = (-1 , B)R(C)-
Le résultat sur z et z; résulte alors comme ci-dessus des rappels suivant le lemme 1.1. [l

Lemme 3.2 Soit O I'anneau des entiers d’un corps p-ad1que k de caracterzsmque résiduelle
différente de 2. Soit C/O une courbe projective et lisse, C/k la fibre générique. Soit Py, € C(k),
et P., C C son adhérence. Soit U C C le complémentaire de Py, et U C C le complémentaire
de P,. Soit A une algébre de quaternions sur k(C). Supposons que le lieu de ramification de
A sur C consiste en des P; = Spec(Q;) C U finis étales sur O, d’intersection vide deux & deux,
et supposons que pour chaque i le résidu au point générique P; de P; définisse une extension
quadratique non ramifiée de k;. Soit f € O[U]. Supposons que pour chaque %, on ait f(P;) € O}.
Alors f est une norme réduite de A.

_ Démonstration Comme C/k a bonne réduction, et la caractéristique résiduelle est dif-
férente de 2, on a H2.(k(C),Z/2) = 0 ([Kato86], Cor. 2.9). 1l suffit donc de montrer que
fUAcH 3(k(C), Z/2) est partout non ramifié. Par la loi de réciprocité, il suffit de le montrer
aux points de U. ‘En un point fermé non zéro de f et distinct des P;, c’est évident. En un
point F;, le résidu de f U A est la classe de f(F;) dans k/N;lf C 9Br(k;). Comme [;/k; est
non ramifiée, f(P;) € O] a une classe triviale dans &k} /N;lf. L’hypothese f(P;) € O} assure par
ailleurs que le lieu des zéros de f sur U ne rencontre pas P Soit alors P € U un point fermé
appartenant 3 f = 0, et soit P son adhérence dans C. Alors P ne rencontre aucun des B;. Ainsi
P’algébre A est d’Azumaya dans un voisinage de P. Du coup A(P) = 0 car c’est la restriction
dans Br(k(P)) d’un élément du groupe de Brauer de 'anneau des entiers de &(P). Le résidu en
P de f U A est donc nul (il est égal & A(P) multiplié par la valuation de f en P.) []

Remarques (i) Salberger [Sal88], dans son lemme 5.5 (o U = A}), suppose que le
polyndme f(t) € O[t] est unitaire. Ici, cela correspondrait & choisir f € O[U] tel que O[U]/f
soit fini sur O. Je ne vois nulle part dans la démonstration un point ol ceci est nécessaire.

(ii) Salberger suppose que P’algébre A s’annule en P,,. Cette condition est impliquée par
nos hypothéses : la section & 'infini est dans Pouvert de C ot A est Azumaya. ,

(iii) Notre hypothése implique que sur C, 'algébre A n’est pas ramifiée au point générique
de la fibre spéciale. -

§4. Approximation de fonctions sur un corps global

On considére un modele projectif et lisse C/O de C sur un ouvert Spec(O) de I’anneau des
entiers d’un corps de nombres k, et le modeéle ¢ de U associé, c’est-d-dire le complémentaire
de la section & I'infini de C définie par ’adhérence du point P, dans C. Pour ¢ € I, soit O;
Panneau des O-entiers de k;. Soit A 'algbre de quaternions A € Br(k(C)) associée & la fibration
en coniques X — C, et soient P; les points fermés de U ou elle est ramifiée. Soient P, C C



'adhérence de P;. Quitte & restreindre O, on peut supposer que la réunion des P; = Spec(0;)
est dans U, qu’elle est finie et étale sur O, et que pour chaque ¢ le résidu au point générique P;
de P; définit une extension quadratique non ramifiée de k;.

On utilise la notion de degré sur k[U] définie plus haut, & savoir ’'opposé de la valuation en
P. Soient P;, i € I des points fermés de U, soit k; = k(P;) le corps résiduel en P;. Soit r la
somme des degrés (sur k) des P;. Soit g le genre de C.

Lemme 4.1 Pour tout entier n > 2g—2+r, le sous-espace V,, de k[U] formé des fonctions
de degré au plus n s’envoie surjectivement sur @®;k;.

Démonstration Pour tout entier n > 0, on a la suite exacte de Oc—modules cohérents:

0= Oc(nPe — Y P;) & Oc(nPsx) = P ki — 0.
i€l i€l

Pour n > 29 — 2+, on a H*(C,0¢(nPyx — Y_; P;)) = 0 par dualité de Serre. L’application
HY(C,0¢(nPy)) — ®icrk; est donc surjective pour tout tel n. []

Dans la suite, on fixe un entier n tel que n > 29 — 2 + r. Soit W,, C V,, le noyau de la
projection V,, — @;k;, et soit o = @;0; une section k-linéaire de cette projection. On a donc la
décomposition

Vn = Wn @(eiEIai(kz’))-

Cette décomposition est invariante par changement de corps de base. Pour chacun des
k-vectoriels Wy, et k;, choisissons une base. Quitte & restreindre I’'ouvert Spec(QO), on peut :
(i) trouver une base de W, formée d’éléments de O[U];
(ii) supposer que chaque O; est libre sur O, et I’on fixe alors une O-base de O;.
(iii) supposer que les images par o; de cette base appartiennent & O[U].

Lemme principal 4.2 Soit k un corps de nombres, et X,C,U comme ci-dessus. Soit
n € E*/Ng,rF*. Soit n comme ci-dessus. Supposons que pour toute place v il existe un élément
fv de Vi, ®p ky C ky[U] de degré exactement n, qui soit dans k,(U)%,,, soit divy (fy) = pa(2v),
et que le diviseur divy (f,) ait toutes ses multiplicités égales & 1 et soit étranger aux points de
mauvaise réduction de-X/C, et qu’enfin sp,(f,) € E}/NF} soit I'image de 7.

Alors il existe un élément f € V,, de degré n, appartenant & k(U)},,, soit divy (f) = p.(2),
tel que sp(f) = 7. De plus si Sy est un ensemble fini de places de k, on peut choisir f € V,, C k[U]
et z tels que f soit arbitrairement proche de chaque f, € V, ®¢ k, pour v € Sy, et que pour
toute place v, les cycles z et z, soient rationnellement équivalents sur X Xy k.

- Démonstration On note S un ensemble fini de places contenant :
(a) les places archimédiennes;
(b) les places dyadiques;
(c) les places finies v telles que I'image de 9 dans E} /NF, soit non triviale;
(d) les places finies v pour lesquelles CHy(X,/Cy) # 0;°
(d) les places finies non dans Spec(Q) (avec O comme ci-dessus);
(f) les places de Sg.

Soit S1 'ensemble des places telles que A, = A ®p(c) kv(C) soit triviale dans Br(k,(C)).
Cet ensemble est infini. En effet, par le théoréme de Tsen, il existe une extension finie K/k telle
que A s’annule dans Br(K(C)), et on conclut par le théoréme de Tchebotarev. Observons que
pour toute place v € Si, et tout %, I'extension quadratique li v/ ki v est triviale.



Chaque f, € Vo, = V,, ®; k, s’écrit de fagon unique :

Jfo=0v+ Zo'i(pi,v)a

avec gy € W,y et piy € kf,, = (ki ® kv)*.

On utilise alors I'approximation forte (on utilise ici le fait que Sy \ S est non vide) pour
fabriquer un g € W), de coefficients (par rapport & la base fixée) appartenant & Ogyg, ('anneau
des entiers en-dehors de S U S1), et trés proche des coefficients de f, pour v € S.

Comme S; \ S est infini, le théoréme de Dirichlet généralisé (variante due & Sansuc et
I'auteur [San82], conséquence facile d’un théoréme de Waldschmidt) permet de trouver, pour
chaque %, un élément p; € k7 qui soit treés proche de p;, pour v € S et qui soit une unité de k;
en dehors de SU S; Uw;, ot w; est une place (finie) de k; étrangére & SU.S; et telle que de plus
wi(ps) = 1. |

On trouve ainsi un f € V,,, appartenant & O[], trés proche de f, aux places de S, et
satisfaisant f(P;) = p;.

Montrons que pour toute place w # w; de ks, 7 € kf /N;l; et f(P;) = p; € k! ont méme
image dans k},,/Nlf,.

Pour w au-dessus d’une place v de Sy, c’est clair, car &k}, /N;lf, =

Pour w au-dessus d’une place de S, cela résulte du fait que f est trés proche de f,, donc
f(P:) et f,(P;) ont méme image dans kf,/N;lf,, et par hypothdse I'image de f,(F;) dans
ki o/Nil}, est égale & celle de #;.

Soit w une place de k; au-dessus d’une place non dans S. L’extension ;. /k; . est non
ramifiée. Pour une telle w # w;, la classe de p; € k} est une w-unité, donc p; a une image
triviale dans &J,,/N;l},,. Par définition de S, 7; a une image triviale dans k7, /N;l? .

Ainsi les classes de f(F;) et n; dans k] /N;l} coincident dans k7, /N;l},, pour toute place
w de k;, sauf peut-étre la place w;. Par la loi de réciprocité de la théorie du corps de classes
global, elles coincident aussi en cette place, et elles coincident dans &} /N;l}.

Nous avons donc établi I'assertion sp(f) = n.

La démonstration ci-dessus montre qu’en la place w;, 'extension I;/k; est décomposée: en
effet d’une part w;(p;) = 1, d’autre part p; est une norme locale en w;, puisque sa classe dans
k} w,/Nil} ,,, coincide avec celle de f(F;), qui est triviale.

Par construction, f est trés proche de f, pour toute place v’ € S. Il reste & montrer que f
appartient 3 k(U)%,. | '

Pour v € S, d’aprés le lemme 3.1, on a f € k,(U)},,, plus précisément f/f, € Nred(4,), et
divyy (f) = p«(2zy) avec z; rationnellement équivalent & z sur X,,.

Pour v € Sy, comme A est déployée sur k,(C), on a certainement f € Nred(4,), donc a
fortiori f € ky(U)%,. -

Pour v ¢ S U S et v non au-dessous d’une place w;, le lemme 3.2 assure f € Nred(A4,).

Ceci vaut encore pour les places v au-dessous d’une place w;. On a vu en effet que w; est
décomposée dans I;/k;. Plagons-nous sur k,. Le lieu de ramification A de A, sur C xp O,
est situé dans la réunion des P; xo O, = Spec(O; ®o Oy) = UyySpec(0;). Comme w;
est décomposée dans l'extension I;/k;, A est en fait inclus dans la réunion pour tout 7 des
Uw|v,ww; Spec(Oj,w). Mais alors on est dans les conditions d’application du lemme 3.2, car
pour w|v et w # w;, on a f(B;) = p; € Of .

La condition f € k(U)}, se traduit ainsi : pour tout point P € U différent de I'un des F;,
le résidu dp(f U A) € H?(k(P),Z/2) est nul (cette condition est automatiquement vérifiée si
A(P) = 0). Comme on a montré f € k,(U)3, pour toute place v de &, on conclut que pour tout
point fermé P comme ci-dessus, le résidu dp(f U A) € H?(k(P),Z/2) a une image nulle dans
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H?%(k(P)y, Z/2) pour toute place w de k(P). Il est donc nul d’aprés le principe de Hasse pour
le groupe de Brauer, et on a bien f € k(U)%,[]

Remarques

1) Chez Salberger, il y a une utilisation du théoréme de Dirichlet généralisé pour le coeffi-
cient “de plus haut degré” en t. Ceci ne semble pas requis.

2) Dans la démonstration ci-dessus, on n’a utilisé P’existence de fonctions f, que pour v
parcourant I’ensemble fini de places décrit au début de la démonstration.

§5. Démonstration du théoréme A

Dans tout ce paragraphe, on désigne par X/C une fibration en coniques. On utilise les
hypothéses et notations du paragraphe 1.
On comparera 1’énoncé suivant avec [Sal88], Cor. 3.3.

Proposition 5.1 Soit X/C une fibration en coniques. Soit € € E*/k*NF* dans le noyau
de application composée

E*/k*NF* = Br(k) = Br(k(Xo0))-

Supposons que €, appartient 4 I'image de ®y, pour chaque v € §, soit &, = ®y,(Z,).

Alors pour tout ensemble fini de places T C ) et tout entier n > 0, il existe pour v € T des
zéro-cycles effectifs z, sur Xy, , tous de méme degré supérieur ou égal & n, tels que :

a) z, est rationnellement équivalent & Z, sur Xy, ;

b) chaque p.(z,) a ses multiplicités égales & 1 et est étranger aux points P; de mauvaise
réduction pour X/C.

Lorsque € € E*/k* NF* est dans le noyau de I'application E*/k*NF* — Br(k), le méme
énoncé vaut en remplacant T par I’ensemble €} de toutes les places de k.

Démonstration Par hypothése, on a &, = @y, (Z,) pour Z, un zéro-cycle de Xy, dont la
classe appartient & CHy(Xy, /Uy).

Soit & l’ensemble fini ou vide des places de k telles que Xoo(ky) = 0. Montrons que
les degrés des Z, pour v € ¥ ont tous la méme parité. Détaillons ce point, qui n’est pas
entiérement explicité dans [Sal88]. Par hypothése, I'image de ¢ par l'application E*/k*NF* —
Br(k) s’annule dans Br(k(Xo)), cette image vaut donc soit 0 (premier cas) soit [X] (second
cas). Ces deux cas sont confondus lorsque [Xoo] = 0, i.e. lorsque Xo(k) # @, i.e. lorsque X = 0.

Daris le premier cas, I'image de &, dans Br(k,) est nulle pour tout v € X et par le lemme
1.2, le degré de Z, est pair (puisque [Xoo]y # 0 pour v € X. )

Daus le second cas, 'image de ¢, dans Br(k,) vaut [Xo]s # 0 pour tout v € X, et par le
méme lemme 1.2, le degré de Z, est impair pour tout v € X.

Soit P, un point fermé de degré minimum sur X ».

Pour toute place v € ©, par application du lemme 2.2 sur le corps de base k,, on voit que
pour 7, € N entier suffisamment grand, le zéro-cycle Z,, +r, P, est rationnellement équivalent &
un zéro-cycle z, du type voulu. Pour v € I, le degré de 2, est pair dans le premier cas, impair
dans le second cas. Pour v ¢ ¥, on peut donner & z, une parité quelconque.

Pour tout ensemble fini T de places de k, la premitre partie de la proposition est établie.

Supposons qu’on soit dans le premier cas, i.e. € est dans le noyau de E*/k*NF* — Br(k).
Pour tout ensemble fini 7' de places, on sait qu’on peut trouver des z, du type voulu, pourvu
que leur degré soit pair et suffisamment grand. Soit P un point fermé de X, de degré pair. Soit
D C X une courbe projective, lisse, géométriquement inteégre, finie sur C, contenant le point
P. D’apres le lemme 2.1, pour tout entier n suffisamment grand, le zéro-cycle nP est, sur D
rationnellement équivalent & un zéro-cycle effectif wy, tel que p.(w,) ait toutes ses multiplicités
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égales a4 1 et que son support soit étranger aux F; et & co. Pour presque toute place v, on a
CHy(Xv,/Uy) = 0. On peut donc pour un tel v supposer Z, = 0, et prendre 2, = wy,. La
seconde partie de 1’énoncé est alors claire. []

Remargque Le premier cas, i.e. le cas ou € € E*/k* NF* est dans le noyau de 1’application
E*/k*NF* — Br(k) (il en est ainsi trivialement lorsque X, (k) # @), servira seul dans la suite.
Mais I’énoncé plus général ci-dessus (ol I'on peut sans doute remplacer T' par Q au prix d’un
effort supplémentaire) pourrait se révéler utile dans I’étude de l'existence d’un zéro-cycle de
degré un sur X, comme c’était le cas dans [Sal88].

Nous pouvons maintenant établir le théoréme A.

Rappelons que les groupes CHy(X/C) et CHy(X,/C,) sont finis, et ces derniers sont nuls
pour presque toute place v (Gros, [Gros87]; voir [Fro95] pour une démonstration via les groupes
k(C)%.). 1l en est donc de méme des CHy(Xy, /U,) (utiliser le lemme 1.2).

Supposons donné pour chaque place v € 2 un zéro-cycle z, de degré zéro sur X,, dont la
classe appartient & CHy(X,/C,). On a lapplication naturelle ®, : CHy(X,/Cy) — H*(k,, T).
Par hypothese, la famille des ®,(z,) provient d’une classe ¢ € H'(k,T) C E*/k* NF*. Compte
tenu des rappels faits au paragraphe 1, cette classe est dans le noyau de la fliche E*/k*NF* —
Br(k), et 'on voit que la famille des restrictions z, iy des 2z, aux Xy, satisfait I’hypothése de la
Proposition 5.1.

D’apreés cette proposition, on peut trouver des zéro-cycles effectifs ¢, sur Xy, , dont la classe
coincide avec celle de 2,y € CHo(Xy, /Uy), tous de méme degré n, qu’on peut prendre supérieur
ou égal & 2g — 2 + r (notations comme au lemme 4.1).

De plus les p«({,) sont représentés par des g, € k,[U], tous de degré n, appartenant &
ky[U] N ky(U)gn, d'image €, par Papplication @y, , et tels que divy(gy,) soit étranger aux P; et
ait toutes ses multiplicités égales & 1.

On reléve alors € en 7 € E*/NF*. Quitte & multiplier chaque g, par un scalaire dans k*, on
peut supposer que 'image de g, dans E/NF;} coincide avec celle de ¢ par I’application évidente
E*/NF* - E*/NF*.

En utilisant le lemme principal 4.2, on trouve un élément g € k[U] appartenant & k(U)%,,
de degré n, tel que divy(g) = p«(¢) avec ¢ zéro-cycle sur Xy, rationnellement équivalent & ¢,
dans CHy(X,) pour toute place v et tel que de plus sp(g) =

Observons que ®(g) =¢ € E*/k*NF* appartient au noyau de I’application

E*/k*NF* — Br(k).

D’aprés le lemme 1.2, ceci implique que ¢ provient d’une classe z dans CHo(X/C). On voit
alors que pour toute place v,ona z—2z, =0 € CHy(X,/Cy) C CHp(X,). De plus ®(2) =¢ €
H'(k, T).

Ceci établit le théoréme A.

§6. Démonstration du théoréme B

Soit k¥ un corps de caractéristique zéro et X/C une surface fibrée en coniques comme au
§1, dont nous conservons les notations. Comme indiqué au §1, on a la suite exacte de modules
galoisiens

0 — Pic°(C) — Pic(X) = NS(X) = 0.
Cette suite donne naissance & la suite exacte : '

H(k,Pic’(C)) — H'(k,Pic(X)) = H'(k,NS(X)) = H?(k,Pic°(C)). .
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D’un autre c6té, la suite spectrale de Leray pour la cohomologie étale donne naissance a la suite

exacte
Br(k) — Br(X) — H'(k, Pic(X)) — H3(k,Gn) = H3(X,Gm)

(ceci utilise Br(X) = 0); & une suite exacte compatible
0 — Br(k) = Br(C) — H'(k,Pic(C)) = 0
et 3 des isomorphismes
Br(C)/Br(k) = H'(k, Pic(C)) = H(k, Pic°(C))
(ceci utilise Br(C) = 0 et C(k) # ). On obtient ainsi le :
Lemme 6.1 Soit X/C une surface fibrée en coniques comme ci-dessus. On a alors
une injection Br(X)/Br(C) — H(k, NS(X)). Si H3(k,Gy,)) s’injecte dans H3,(X, Gy,), par

exemple si H3(k,Gy,)) = 0 (il en est ainsi si k est un corps local ou un corps de nombres) ou si
X (k) # 0, alors on a une suite exacte :

0 — Br(X)/Br(C) — H(k, NS(X)) —» H2(k, Pic°(©)). ]

(On notera systématiquement Br(X)/Br(C) ce qu'on devrait noter Br(X)/p*(Br(C)).)
Lemme 6.2 Soit X /C une surface fibrée en coniques comme ci-dessus, et soit T =
NS(X). Le diagramme
CHp(X/C) x Br(X)/Br(C)

N
1® ! Br(k)
A

HY(k,T) x  HZ,T)

est commutatif (au signe prés). Dans ce diagramme, I'accouplement supérieur est induit par
Pévaluation CHy(X) X Br(X) — Br(k), et I'accouplement inférieur par le cup-produit. []

Démonstration Soit Ag(X) C CHp(X) le sous-groupe des classes de zéro-cycles de degré
zéro. Soit Bry(X) = Ker[Br(X) — Br(X)] (ce groupe coincide ici avec Br(X)). L’application ®
est obtenue par restriction de ’application

& : Ag(X) — Ext}(Pic(X), k")

définie dans [CT/S81] (voir (Fro95] et [Fro97a]). L’application Br(X) = Bry(X) — H(k,T)
dans le diagramme ci-dessus est induite par I’application @ : Bry(X) — H'(g, Pic(X)) déduite
de la suite spectrale mentionnée ci-dessus. Il suffit donc d’établir la commutativité (au signe
pres) du diagramme

Ag(X) X Bry(X)
N
1® i) Br(k)
A

Ext}(Pic(X),k") x H(g,Pic(X))

olt 'accouplement du bas est 'accouplement évident : on décr_it_lin él’ement du groupe de gauche
comme une extension de (modules galoisiens) de Pic(X) par & ; de cette extension on tire un
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bord allant de H 1(g,Plc(X )) dans H2(g, % ) = Br(k). Le groupe Br;(X) s’identifie au noyau
de l'application H?(g, k(X)*) — H?(g,Div(X)) (cf. [CT/S 77] Lemme 14 p. 213 ou [CT/S86]
p. 386). Par ailleurs on a la suite de modules galoisiens :

0 = &(X)*/k — Div(X) = Pic(X) — 0
qui donne naissance 4 un isomorphisme
H'(g, Pic(X)) ~ Ker[H* (9, F(X)* /E") » H*(g, Div(X))].

On montre que 'isomorphisme inverse est compatible (au signe prés) avec l'application 6, et
ceci établit la commutativité (au signe prés) du diagramme ci-dessus (pour plus de détails, voir
[CT/S77), §7 et Annexe, [CT/S81}, §1, et [CT/S86], Prop. 2.7.10). []

Nous pouvons maintenant expliquer le lien entre le théoréme A et le théoréme B. Supposons
que k est un corps de nombres totalement imaginaire.

Comme on I'a déja rappelé, pour presque toute place v, on a CHp(X,/C,) = 0 ([Gros87],
~ Prop. 2.1; [Fro95], Thm. 6.13). Par ailleurs, le groupe C’HO(X /C) est fini ([Gros87]; [Fro95],
Thm. 6.12).

Pour toute place v de k, on dispose du carré commutatif suivant

CHy(X,/Cy) — Hom(Br(X,)/Br(C,),Q/Z)
$ T
HY(k,, T) =+  Hom(H(k,,T),Q/Z).

Dans ce diagramme, P'application H*(k,,T) S Hom(H!(k,,T),Q/Z) est 'isomorphisme
déduit de la théorie du corps de classes local via I’accouplement de cup-produit

HY(ky,T) x H'(ky,T) = Br(k,).

On a vu ci-dessus qu'on disposait d’une injection Br(X,)/Br(Cy) — H* (ky, T'), qui donne donc
lieu & une application surjective

Hom(H(k,, T), Q/Z) — Hom(Br(X,)/Br(Cy), Q/Z)

rendant le carré commutatif, d’apres le lemme 6.2.
On a H3(ky, G,,) = 0, et le lemme 1.2 assure qu’on a la suite exacte

0 — Br(X,)/Br(C,) = H'(ky,T.,) — H?(ky, Pic®(C)).

On sait que pour toute variété abélienne A sur un corps local non réel, on a H?(k,, A) = 0
(Tate voir [Milne 86], Thm. 3.2 p. 51). On a donc Br(X,)/Br(C,) ~ Hl(kv,T ), et dans le
carré commutatif ci-dessus, la fleche verticale de droite est un isomorphisme.

D’apres Tate, k étant totalement imaginaire, on a aussi H? (k Pic°(C)) = 0 (voir [M11ne86]
loc. cit.). On a donc aussi Br(X)/Br(C) ~ H(k,T), et le carré commutatif ci-dessus s’insére
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dans un diagramme commutatif :

CHo(X,/Cy) ~+ Hom(Br(X,)/Br(C,),Q/Z) — Hom(Br(X)/Br(C),Q/Z)
{ 1+ 4
H(k,,T) =  Hom(H'(ks,,T7),Q/Z) —  Hom(H(k,T),Q/Z).

oli les fleches horizontales de droite sont déduites des fleches de restriction de k & k., et ou les
deux fleches verticales de droite sont des isomorphismes.
La théorie du corps de classes globale montre que pour le k-tore T, on a la suite exacte

H'(k,T) — P H'(kv, T) — Hom(H (k,T), Q/2),
vED

olt pour v € Q, la flecche H(k,,T) — Hom(H 1(k,T),Q/?) est obtenue par composition de
I'isomorphisme de dualité locale H(k,,T) ~ Hom(H(ky, T), Q/Z) et de la flache

Hom(H(ky, T), Q/Z) — Hom(H(k, T), Q/2Z)

duale de la restriction de &k & k.

En comparant ces divers diagrammes et suites exactes, on voit immédiatement que le
théoreme A implique le théoréme B. Ce dernier implique le théoréme (plus faible), qu’on com-
parera & [CT/SwD94, Thm. 6.2] et [CT/Sk/SwD97, Thm. 4.8] :

Théoréme C Soit X/C une surface fibrée en coniques comme ci-dessus. Supposons le
corps de nombres k totalement imaginaire. Alors la suite naturelle de groupes abéliens finis

CHo(X/C) - €D CHy(X,/Cy)/Br — Hom(Br(X)/Br(C), Q/Z)
vER
est exacte. On a noté ici CHo(X,/Cy)/Br le quotient de CHy(X,/Cy) par la relation d’équi-
valence induite par Iaccouplement avec le groupe Br(X,) (i.e. avec Br(X,)/Br(C,)).
Remarques

1) Je ne sais pas si les théordmes B et C valent pour un corps de nombres formellement
réel. '

2) Lorsque C n’est pas de genre zéro, I’application
&, : CHo(X,/Cy) = H'(ky, T) ~ Hom(Br(X,)/Br(C,), Q/Z)

n’est pas nécessairement injective (Parimala/Suresh [Pa/Su95]). Le théoréme C n’implique donc
pas a priori le théoréme B, A la différence du cas des fibrés en coniques au-dessus de la droite
projective (Salberger [Sal88], voir aussi [CT/SwD94]).
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Appendice : niveau des corps de fonctions de surfaces fibrées en coniques, par
J.-L. Colliot-Théléne et R. Sujatha.

Proposition A.1 Soient k un corps, C/k une k-courbe projective et lisse géométri-
quement connexe, et X /k une k-surface projective et lisse géométriquement connexe munie d’un
k-morphisme p : X — C de fibre générique X,, une conique lisse. Soit k(C)) le corps des fonctions
rationnelles sur C et A/k(C) I’algébre de quaternions attachée & X,,. Supposons X (k,) = 0 pour
toute place réelle v de k. Alors —1 est une somme de quatre carrés dans k(X)) si et seulement s’il
existe une fonction f € k(C)* telle que fUA = (—1,-1,-1) € H3(k(C),2Z/2). Cette condition
équivaut a 'existence de f € k(C)* telle que : '

a) Pour v place réelle, f est négative en tout point de C(k,) ot elle est définie.

- b) Le cup-produit fUA € H3(k(C),Z/2) a tous ses résidus triviaux, en d’autres termes, f
appartient 4 k(C)%,,, et sp(f) =1 € E*/NF*.

¢) Pour toute place finie v de k ot la courbe C' a mauvaise réduction, et toute place 2-adique,
fUA=0¢€ H3k,(C),Z/2), i.e. f € ky(C) est une norme réduite de A Qy(cy kuv(C).

Démonstration Par la proposition 3.1, —1 est une somme dé quatre carrés dans k(X) si
et seulement si (—1,—1,-1) = 0 € H3(k(X),Z/2). Comme X,/k(C) est une conique lisse,
le noyau de application H3(k(C),Z/2) — H3*(k(X),Z/2) est formé des éléments de la forme
fU A avec f € k(C)* (Arason [Ar75]). Ainsi —1 est une somme de quatre carrés dans k(X) si
et seulement s'il existe f € k(C)* tel que (—1,—1,-1) = fU A € H3(k(C), Z/2).

Sl existe une telle fonction f, tous les résidus de f U A sont triviaux. Ceci est le cas si
et seulement si f appartient & k(C)},, et que de plus sp(f) =1 € E*/NF*. Par ailleurs, pour
v place finie, (—1,—1,—1) = 0 € k,, on a donc fU A =0 € H3(k,(C),Z/2). En utilisant les
résultats de Witt sur les courbes sur le corps des réels, on établit le :

Lemme A.2 Soit X — C une fibration en coniques au-dessus d’une courbe, le corps de
base étant le corps R des réels. Soit A/R(C) I'algébre de quaternions associée. Si X(R) = 0,
alors X/C est birationnel (au-dessus de C) au produit de C et de la conique d’équation homogéne
z?+y?+2% = 0, et I'algébre A est R(C)-isomorphe & I’algébre de quaternions standard (-1, —1).[]

Pour v place réelle de k, et X/C comme dans la proposition, on'a donc A Q¢ k. (C) =
(—1,~1)g,(c) et donc pour f comme ci-dessus, (f,—1,-1) = (-1,—-1—1) € H3(k,(C), Z/2).
Mais alors (Proposition 1.3), —f est une somme de quatre carrés dans k,(C), ce qui par les
résultats de Witt équivaut aussi au fait que —f est positive sur C(k,) 12 ol elle est définie, ou
encore au fait que —f est une somme de deux carrés dans &, (C).

Réciproquement, soit f comme dans I’énoncé du théoréme. En particulier la classe fUA €
H3(k(C),Z/2) est non ramifiée en tout point fermé de C. Ceci implique le méme énoncé pour
I'image de f U A dans chaque H3(k,(C),Z/2). Cette image est donc nulle pour toute place
finie v, par hypothese pour les places de mauvaise réduction, et par [Kato86], Cor. 2.9, pour
les autres places. L’hypothése a) et les résultats de Witt assurent que pour toute place réelle
v de k, la classe de f U A coincide avec celle de (—1,—1,—1) dans H%(k,(C),Z/2). Ainsi
fUA € H3(k(C),Z/2) et (—-1,—1,-1) € H3(k(C), Z/2) ont méme image dans H®(k,(C), Z/2)
pour chaque place v de k. D’aprés le principe local-global de Kato ([Kato86], Theorem 0.8 (2)),
ceci assure f U A = (=1,-1,-1) € H3(k(C),Z/2). Ainsi (-1,~1,-1) =0 € H3(k(X),Z/2, et
par Proposition 1.3 —1 est une somme de quatre carrés dans le corps k(X). []

On sait [CT/Jan91] que si X/k est une surface projective, lisse, géométriquement intégre
sur un corps de nombres k, telle que X (k,) = @ pour toute place réelle v de &, alors —1 est une

somme de 8 carrés dans le corps des fonctions de X. Pour les surfaces fibrées en coniques, on
peut dire plus.
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Théoréme A.3 Soit X/C une fibration en coniques au-dessus d’une courbe sur un corps
de nombres. Supposons C(k) # 0, et supposons X (k,) = 0 pour toute place réelle v de k. Alors
—1 est une somme de quatre carrés dans k(X). ,

Démonstration Soit A un point fermé de degré 2 sur la fibre X. Procédant comme au
paragraphe 2, on trouve une courbe D C X, lisse et géométriquement intégre, finie sur C, et un
zéro-cycle effectif z & support dans X \ X, tel que z soit rationnellement équivalent & sA sur D,
avec n = 28 > 2g—2+r (notations du lemme 4.1), et que p.(z) ait toutes ses multiplicités égales
4 1, et son support en dehors des points P;,¢ € I. Soit g € k(D) telle que divp(g) = z — sA.
Soit h la norme de k(D) & k(C) de g. C’est une norme réduite de A, et divp(h) = p.z — 25P.

Pour chaque place finie v ou complexe de %, définissons f, = h € k,(C). Pour v place réelle,
soit fy = —h. Les fonctions f, satisfont les hypothéses du lemme 4.2, avec n = 1 € E*/Ng,rpF*.
Pour v finie ou complexe, c’est évident. Pour v réel, il est clair que —h appartient & k,(C)%,.
De I'hypothese X (k,) = 0 il résulte E;/NF; = 1. On a donc bien aussi sp(f,) = 1. Soit
Sp un ensemble fini de places contenant les places réelles, les places dyadiques et les places
finies de mauvaise réduction pour C. Le lemme principal 4.2 et sa démonstration assurent alors
Iexistence d’une fonction f € V,, C k[U] appartenant & k(U)%,, telle que sp(f) = 1, donc telle
que fUA € H3(k(C),Z/2) soit non ramifié en tout point de U, donc de C par réciprocité, telle
que de plus f/f, € Nrd(Ag,(c)) pour chaque place v, et qu’enfin f € V;,®;k, soit arbitrairement
proche de f, = —h pour v réelle. Soit v une place réelle. De I'hypothése X (k,) = 0 et du fait
que p.(z) a toutes ses multiplicités égales & 1, on conclut que h n’a pas de zéro ou péle dans
C(ky) autre que le point P, en outre h est une norme réduite de A, c’est donc une somme
de quatre carrés dans k,(C) (Lemme A.2), et donc strictement positive sur U(k,). Par une
variante du lemme de Krasner, on voit que si f € V,, ® k, est assez proche de f, = —h, alors f
est strictement négative en tout point de U(k,). Le conditions de la proposition A.1 sont donc
satisfaites, et —1 est une somme de quatre carrés dans k(C). []
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