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Résumé. — Ce texte décrit les premitres étapes d’une généralisation de la mé-
thode du cercle au cas d’une hypersurface lisse dans une variété presque de Fano.

En effet, sous certaines conditions, il est possible d’exprimer dans ce cas les deux
membres d’une version raffinée de la conjecture de Manin sur le comportement asymp-
totique du nombre de points de hauteur bornée de 1I’hypersurface en termes du torseur
universel de la variété ambiante qui joue, dans ce cadre, le rdle de 1’espace affine.

Abstract. — This paper presents the first steps of a generalization of the circle
method for smooth hypersurfaces in aimost Fano varieties.

Indeed it is possible, under some conditions, to express both sides of a refined ver-
sion of Manin’s conjecture on the asymptotic behavior of the number of points with
bounded height on the hypersurface in terms of the universal torsor of the variety, which
plays here the rle of the affine space.
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1. Introduction

L’objet de ce texte est le comportement asymptotique du nombre de points de hau-
teur bornée sur des variétés dont le faisceau anticanonique vérifie certaines conditions
de positivité.

De nombreux progres ont été réalisés dans la compréhension de ce comportement
asymptotique. Une interprétation géométrique de la puissance et de la puissance du
logarithme qui interviennent a été proposée dans les articles de Franke, Manin et
Tschinkel [FMT] et de Batyrev et Manin [BM]. Des descriptions adéliques de la
contante ont été proposées lorsque la hauteur est associée au faisceau anticanonique
dans [Pel] puis dans un cadre plus général par Batyrev et Tschinkel dans [BT4].

Jusqu’a une période récente on disposait essentiellement de deux méthodes pour
étudier ce comportement asymptotique :

- D’une part les méthodes basées sur des techniques d’analyse harmonique fine qui
s’appliquent lorsque la variété est équipée d’une action non-triviale d’un groupe al-
gébrique,

- D’autre part les méthodes inspirées de la méthode du cercle qui a été développée
pour des intersections completes dans 1’espace projectif.

Parmi les cas traités par le premier type de méthodes, on peut citer celui des va-
riétés de drapeaux généralisées étudiées dans [FMT] et [Pel] a 1’aide des travaux
de Langlands sur les séries d’Eisenstein, le cas des variétés toriques considéré par
Batyrev et Tschinkel dans [BT1], [BT3] et [BT2] et celui des fibrations en varié-
tés toriques au-dessus de variétés de drapeaux généralisées par Strauch et Tschinkel
[ST].

La seconde méthode qui a donné d’importants résultats pour les intersections com-
plétes dans I’espace projectif, a été tout récemment utilisée par Robbiani pour 1étude
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d’un cas sortant de ce cadre, & savoir celui d’une hypersurface dans P™ x P™ définie
par I’annulation d’une section de O(1, 1).

Le but de ce texte est d’étendre 4 un cadre plus général les parties théoriques de la
méthode du cercle. Il reste toutefois un important travail a faire concernant le coeur
méme de la méthode du cercle, a savoir la majoration de sommes d’exponentielle.

Le paragraphe 2 de ce texte rappelle la description conjecturale du comportement
asymptotique du nombre de points de hauteur bornée. Le troisiéme a pour objet le
passage aux torseurs universels au niveau desquels le probléme se décrit naturelle-
ment comme passage d’une somme a une intégrale, argument qui apparait déja dans
[Sa] et [Pe2]. Dans le quatriéme nous décrivons comment, dans le cas d’une hyper-
surface vérifiant certaines conditions, on peut passer du torseur universel de la variété
ambiante a celui de la sous-variété a I’aide de formules inspirées de la formule d’in-
version de Fourier.

2. Une version raffinée d’une conjecture de Manin

2.1. Variétés presque de Fano. — Nous utiliserons dans ce texte les notations sui-
vantes :

Notations 2.1.1. — Si & est un schéma sur A et B une A-algtbre, & (B) désigne
I’ensemble Homgpec 4(Spec B, Z) et Z g le produit £~ Xspec 4 Spec B. Si X est
une variété lisse sur un corps E, son groupe de Picard est noté Pic X, son groupe de
Neron-Severi NS(X) et son faisceau canonique wy . On désigne par Ceg(X) le cone
des classes de diviseurs effectifs dans NS(X) ® R. On note E une clbture algébrique
de E et E* sa cloture séparable dans E. On pose alors X = Xget X = Xgs.

Le dual d’un module M est noté M.

Définition 2.1.2. —  Une variété V sur un corps k de caractéristique nulle sera
dite presque de Fano si elle est projective, lisse et géométriquement intégre et si elle
vérifie les conditions suivantes :

(i) les groupes de cohomologie H*(V, Oy ) sont nuls pour i = 1 ou 2,

(ii) le groupe de Néron-Severi géométrique, qui sous I’hypothése (i) coincide avec
PicV, est sans torsion,

(iii) la classe [w;;'] de wy;* dans NS(V) ® R appartient a I'intérieur du cone des
diviseurs effectifs.

Exemple 2.1.1. — Si V est une variété de Fano, alors V' est presque de Fano. En
effet, par le théoréme de Kodaira, 1a condition (i) est vérifi€e, la condition (ii) résulte
de [Pel, lemme 1.2.1] et (iii) découle du fait que, par définition w;,l est ample, qui
est une condition ouverte.

Exemple 2.1.2. — SiV est une variété torique projective et lisse, alors par [Da,
corollary 7.4], les groupes H*(V, Oy ) sont nuls pour ¢ > 0, et par [Oda, lemma
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2.3] tout fibré en droites a une base de sections équivariantes sous 1’action du tore et
donc le cone des diviseurs effectifs dans Pic V ® R est engendrée par les [D] od D
décrit I’ensemble des sous-variétés irréductibles invariantes de codimension 1 dans
V. La classe [wy,'] étant la somme de ces [D] par [Oda, page 70, example], il est 2
I’intérieur du c6ne et la condition (iii) est vérifiée. La variété V est donc presque de
Fano.

Proposition 2.1.1. — Soit X une compactification équivariante projective et lisse
d'untore T sur C, L, ..., L, des faisceaux inversibles amples sur X et 81,...,5m
des sections non nulles de ces faisceaux. On note Xg ) Pensemble des sous-variétés
irréductibles invariantes de codimension un de X. On suppose que dim X > m + 3,
que

[Z D—ij,-]e'CE:(?),

pex{® =1

que les hypersurfaces définies par les s; se coupent transversalement, que leurs in-

tersections successives sont connexes et qu’elles coupent proprement les diviseurs D
(1)

de X7

Alors la sous variété V définie par I’annulation des s; est presque de Fano. En

outre, la restriction induit un isomorphisme
PicX = PicV

qui envoie Ceg(X ) dans Cet(V') et la classe de 3, x® D — 3", L; sur celle de

-1
wy -
Démonstration. — Nous allons démontrer par récurrence sur n que V' vérifie les
assertions de la prgposition etquesiL = 2;’;1 e;Ljavece; € Zgopourl < j < m,
alors le groupe H*(V, L) estnulsi0 < ¢ < dim V.

Sim = 0, ’énoncé de la proposition résulte de I’exemple précédent, I’assertion de
nullité pour Oy résulte de [Da, corollary 7.4] et celle pour les sommes de fibrés L; de
[Da, theorem 7.5.2] et du théoréme de dualité de Serre (cf. [Ha, corollary I1.7.7]).

Supposons le résultat démontré pour m — 1 et soit V' la sous-variété de X définie
par I’annulation de sy, . .. S,,—1. La variété V' vérifie alors les assertions ci-dessus.

La variété V est alors définie dans V' comme lieu des zéros de s,,. Par I’hypothése
de transversalité, V" est lisse et étant connexe, elle est intégre. Par définition elle est
projective. Par ailleurs, on a une suite exacte de faisceaux de Zariski sur V'

(2.1.1) 0— L' ®Op = Opr = Oy = 0.
D’ ot une suite exacte longue de cohomologie (cf. [Ha, lemma I11.2.10])

H(V', LY — HY(V',0v:) - H{(V,0v) = HY(V', L)).
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On obtient donc que H*(V, Oy) est nul pour 0 < i < dimV = dim V' — 1. Comme
dim V > 3, cela entraine 1’assertion (i) de la définition. De méme, on obtient 1’annu-
lation des groupes de cohomologie de I’hypothése de récurrence. Par le théoréme de
Lefschetz classique [GH, page 156] on a un isomorphisme :
H*(V(C),Z) = H*(V'(C), Z).
En utilisant la suite exacte de faisceaux analytiques
0 Z— 0y =5 0p* =0
et des théorémes de comparaison entre géométrie algébrique et géométrie algébrique,
on obtient un diagramme commutatif
0 - HY(V',05,) = HX(V'(C),Z) — 0
B
0 - HY(V,0v*)—= H3(V(C),Z) =+ 0
et on obtient que la restriction de Pic V! a2 Pic V est un isomorphisme.
Le cone des classes de diviseurs effectifs de X étant engendré par les classes des

diviseurs D de Xq(} ), I’assertion sur les cones effectifs résulte de 1’hypothése sur la
propreté des intersections avec ces diviseurs.

Enfin [wy)] = 3 pex® D] — ™ '[L;] et I’assertion correspondante pour V

T
résulte de [Ha, proposition 1I1.8.20]. O
Remarque 2.1.2. — A priori le cone des diviseurs effectifs de V' peut étre plus grand

que celui de X. Toutefois, si X est de la forme H§=1 P{ etsim < infy gt sy, alors
il y a égalité entre les cOnes de diviseurs. En effet la formule de Kiinneth implique
que
VL e PicX, HY(X,L)=0 si 0<i< inf n;.
\1\
On obtient alors par récurrence sur m que
VL €PicV, HYV,L)=0 si 0<i< inf n; —m.
\1\

et 1a suite exacte (2.1.1) pour ¢ = 0 implique que les deux cOnes coincident.

2.2. Hauteurs d’Arakelov. — La donnée naturelle pour construire des fonctions
de comptage sur I’ensemble des points rationnels de vari€tés propres est une hauteur
d’Arakelov dont nous allons rappeler la définition.

Notations 2.2,1. — Dans la suite, k& désigne un corps de nombres, O, son anneau
des entiers, d son discriminant, M}, ’ensemble de ses places, My celui de ses places
finies et M, celui de ses places archimédiennes. Pour toute place v de k, on note k,
le complété correspondant et |.|, la norme sur k, normalisée par

V’UIP, Vz € kv, |$|v = |Nku/Qp($)|p-
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Si v est une place finie, Q,, est I’annean des entiers de &, et F,, le corps résiduel.

Définition 2.2.2. — Soit V une variété projective lisse et géométriquement intégre
sur k, L un faisceaun inversible sur V. Si v est une place de k, une métrique v-adique
sur L est une application associant a un point z de V' (k,) une norme ||.||, sur L(z) =
L; ®oy,, kv de sorte que pour toute section s de L définie sur un ouvert W de V
I’application

z ~ [Is(2)ll,

soit continue pour la topologie v-adique.

Si v est un place finie de &k, ¥ un modgle projectif et lisse de V sur O, et £ un
modele de L, alors on peut lui associer une métrique v-adique sur L de la maniere
suivante : tout point « de V (k,) définit un point Z de 7' (Q,) et Z*(.¥) fournit une
Oy-structure sur L(z) dont on peut choisir un générateur yq ; 1a norme d’un élément
y de L est alors donnée par la formule

Yy
Il = | %]
Une métrique adélique sur L est une famille de métriques (||.||»)vens, telle qu’il
existe un ensemble fini de places finies .S, un modele projectif et lisse ¥ de V' sur
I’anneau Og des S-entiers et un modele .Z de L sur cet anneau tel que pour tout v de
M; — S, ||.||l» soit la métrique définie par .Z ®q, Oy.
Nous appellerons hauteur d’Arakelov sur V' 1a donné d’une paire

h= (L, (”-”U)‘UEMI:)

ot L est un faisceau inversible sur V' et (||.||v)venr, une métrique adélique sur ce
fibré.

Pour toute hauteur h sur V' et tout point rationnel x de V, la hauteur de x relati-
vement a h est définie par

Vye L(z), h(z)= [] Iuli;*.

vEM;,
Remarque 2.2.1. — La formule du produit assure que le produit ci-dessus est indé-
pendant de y.
Exemple 2.2.1. — Sih; = (L;, (||.|l*)vear, ) pour i = 1 ou 2 sont deux hauteurs

d’ Arakelov, leur produit tensoriel hy ® hy est (L1 ® Lo, (||-|lv)ven, ) ot
Vv € My, Yz € V(ky), Vy € L1(z), Vz € La(z), |ly ® z”v = ”y”il, ||Z||3 .
On en déduit immédiatement 1’égalité
Vz € V(k), hi®hs(z) = hy(z)hs(z).
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Exemple 2.2.2. — Soith = (L,(||.||v)venm, ) une hauteur sur V et f = (fu)venm,
une famille de fonctions strictement positives sur V'(k,) telle que pour presque toute
place v de k la fonction f,, soit constante et égale a 1, alors

fh= (L: (fv"-”v)vEMk)

est une hauteur sur V. Réciproquement, sih' = (L, (|||}, }vea, ) est une autre hauteur
sur V relative au méme faisceau, alors pour toute place v de k le quotient |.||}, /|- |l
définit une fonction f, sur V' (k,) qui, pour presque toute place, est constante et égale
a 1. On abien strh’' = f.h.

Exemple 2.2.3. — Si ¢ : V — W est un morphisme de variétés projectives lisses
et géométriquement intégres et h = (L, (||.||y)vem, ) une hauteur sur W alors ¢*(h)
est la hauteur (¢*L, (||¢(.) ||, )vens, ) o I’on note également ¢ I’application induite
¢*L(z) — L(¢(x)) pour tout  de V.

En particulier si L est un faisceau inversible trés ample, il définit un morphisme

¢:V = P(T(V,L)Y)

de sorte que L = ¢*(O(1)) et tout systéme de métriques sur O(1) induit une hauteur
sur V.

Exemple 2.2.4. — Si K /k est une extension de corps de nombres, V' une variété
projective lisse et géométriquement intégre sur k, L un faisceau inversible sur V
ethy = (L ® K, (||-|lv)vemy ) une hauteur sur Vi, alors la hauteur induite h =
(L, (iI-ll3 )ve s ) est définie par

[K &)t
Ve My, VoeV(k), VywelL(), luly=(TTlwmly) -
Pip

Cela permet également d’associer a tout hauteur h relative a un faisceau inversible
L sur Vi une hauteur Ng/;h relative au faisceau N/ L sur V.

Exemple 2.2.5. — Soit ¥ un schéma plat projectif et régulier sur Oy et (£, h)
un fibré en droites hermitien sur ¥ (cf. [BGS, §2.1.2]), . désigne donc un fibré
inversible sur ¥ et h une forme hermitienne C™ sur le fibré en droites holomorphe
Lg sur [],.,,_,c 7 (C) invariante sous 1’action de la conjugaison.

On suppose que h s’écrit comme produit tensoriel de formes hermitiennes C'* que
I’on notera h, et telles que hz soit la conjuguée de h,.

Pour toute place finie v de k, . induit comme ci-dessus une metrique ||.||, sur
L = £ ®k et pour toute place archimédienne v de k, on a un plongement o de k dans
C et la forme hermitienne h, définit une métrique v-adique ||. ||, sur L. Par définition,
h = (L, (}|.]lv)ven, ) est une hauteur sur V, et la hauteur d’un point rationnel est
donné par la formule

Vo € V(k), h(z) = exp(deg(é&1(£)[%))
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oll T est I’adhérence de z dans ¥, é(.Z) le caractere de Chern arithmétique de &
(cf. [BGS, page 932)), (.|.) I’accouplement

CH'(¥) x Z.(¥) — CH (Spec Ox)q

défini par Bost, Gillet et Soulé (cf. [BGS, §2.3]) et d’% I’application degré sur le
groupe de Chow arithmétique CH  (Spec O%).
En effet par [BGS, §3.1.2.1 et (2.1.15)],

deg(61(-2)|E) = degi*(2)
= log(#(&*2/Oy)) — Y, logh,(y,y)"*
o:k—C
oit Z : SpecQ; — ¥ est définie par z et y un élément de L(z). En suivant les
définition on obtient
deg(é1(L)F) =— Y loglyll, -
vEM),

Définition 2.2.3. — On note (V') ’ensemble des classes d’isomorphismes de
hauteurs d’ Arakelov quotienté par la relation d’équivalence définie par
(L, (II-llo)oente) ~ (L (Ao ll-llo)vers)

pour toute famille de réels (Av)ver, € Dyepr, Roo telle que [[,cpp, Ao = 1.
L’ensemble ## (V') est un groupe pour le produit tensoriel des hauteurs, il est muni
d’une structure de R g-ensemble donnée par

A.(L, (”-”v)vEMk) = (L, (Ao ”'”U)UEMk)

si (Av)vemy, € Dyenr, R>o Vérifie [[,car, Av = A. On dispose d’un morphisme
d’oubli 0 : H#(V) — PicV.Si¢ : V — W est un morphimes de variétés pro-
jectives, lisses et géométriquement intégres sur k, alors ¢* définit un morphisme
(W) — (V) qui s’insére dans un diagramme commutatif :

Pic(W) —— Pic(V).

Enfin si K/k est une extension de corps de nombres on dispose d’un morphisme de
norme

Remarque 2.2.2. — Si z est un point rationnel et h une hauteur, h(x) ne dépend que
de la classe de h dans (V). On notera ev, le morphisme (V) — R obtenu.
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Exemple 2.2.6. — SiV = Speck, alors une hauteur d’ Arakelov est la donnée d’un
espace vectoriel L de dimension un sur & et d’une famille de normes (||. || )veas, sur
L telie qu’il existe une Og-structure de . de L de sorte que pour tout place finie v
de k en-dehors d’un ensemble fini S, on ait

Vy € 2, ”y"v = (#(0wy/Z ® Ov))_l'

Cette description explicite montre que le morphisme evgpec & €st un isomorphisme.
Notons qu’en outre on a pour toute variété V' projective lisse et géométriquement
intégre sur k et tout point  de V' (k) un diagramme commutatif.

H V) —=5 R
e |
##(Speck) —— Rso.

Définition 2.2.4. — On appelle systéme de hauteurs une section de I’application
composée

H (V) 3 PicV — NS(V).
Un systéme de hauteurs H sur V' induit un accouplement
H:NS(V)QCx V(k) = C
qui est I’exponentielle d’une fonction linéaire en la premire variable et telle que
VL € NS(V), VaeV(k), H(L,z)=H(L)(x).

Comme I’ont souligné Batyrev et Manin [BM], I’existence de sous-variétés accu-
mulatrices susceptibles d’occulter certains phénomeénes globaux dans le comporte-
ment asymptotique du nombre de points de hauteur bornée ameéne 2 se restreindre a
un ouvert non vide assez petit de la variété. On utilisera donc la définition qui suit.

Définition 2.2.5. — Soit V une variété projective, lisse et géométriquement inteégre
sur k et W un sous-espace localement fermé de V. Alors pour toute hauteur h sur V
et tout nombre réel H strictement positif

ny(H) = #{z € W(k) | h(z) < H}.
Si H est un systéme de hauteurs sur V' alors la fonction z&ta associée est définie par

Vs eNS(V)®zC, Cu(s)= > H(s,z)™,
zeW (k)

Remarque 2.2.3. — Si [o(h)] appartient a I'intérieur de Ceg(V'), alors il existe un
ouvert U de V tel que ny; y, (H) soit fini pour tout H.
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2.3. Mesure de Tamagawa. — Dans la suite V' désigne une variété presque de Fano
sur k. Dans ce cas toute métrique adélique sur le fibré anticanonique w“,l définit une
mesure de Tamagawa qui permet de donner un interprétation conjecturale du terme
principal du nombre de points de hauteur bornée.

Notations 2.3.1. — Si X est un variété sur k, X (A) désigne I’espace adélique qui
lui est associé. (cf. [We, §1]).
Pour toute place v de k, la mesure de Haar dz,, sur k, est normalisée de 1a maniére
suivante :
- Si v est finie, alors fo., dz, =1,
- si ky = R, alors dz, est la mesure de Lebesgue usuelle,
- si ky = C, alors dz, =idzdz.
Soit h = (wi;?, (||-|lu)vess, ) une hauteur sur une variété presque de Fano V. En

toute place v de k on lui associe la mesure borélienne wy, ,, sur V (k,) définie par la
relation (cf. [We], [Pel, §2.2.1])

o d
Whe = ||lz— A A5—| dz1y ...dz
h,v ) T, azn . 1,0 n,v
ou zy, ..., Z, désignent des coordonnées locales analytiques au voisinage d’un point

z de V' (ky) et %1— A A % est vu comme section locale de w;l.

D’aprés [Pel, lemme 2.1.1], on peut se donner un ensemble fini S de places finies
et un modéle projectif et lisse ¥ de V sur Og dont les fibres sont géométrique-
ment inteégres et tel que pour toute place finie p en-dehors de S, le groupe de Picard
géométrique Pic ¥ F, soit isomorphe 2 Pic V de fagon compatible aux actions des

groupes de Galois et la partie /-primaire du groupe de Brauer Br(V) soit finie pour
tout nombre premier [ n’appartenant pas a p. .
Pour tout p de My — S, le terme local de la fonction L associée 4 Pic V' est défini
par
1
Det(1 — (#Fy)—2 Fry | Pic pr ®Q)
ol Fry, est le Frobenius en p. La fonction L globale est définie par le produit eulérien

Ls(s,PicV)= J[ Ly(s,PicV)
peEMs—8

Lp (3, Pic V) =

qui par [Pel, lemme 2.2.5] converge absolument pour Res > 1 et s’étend en une
fonction méromorphe sur C avec un pdle d’ordre t = rgPicV en 1.

Les facteurs de convergence (A )ven, pour la mesure de Tamagawa sont définis
par

A = Ly(1,PicV)sive My - S
¥ ™ )1 sinon.
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Les conjectures de Weil montrées par Deligne impliquent la convergence de la me-
sure adélique [ e s, Ay '@,y (cf. [Pel, proposition 2.2.2]).

Définition 2.3.2. — Avec les notation qui précédent, la mesure de Tamagawa asso-
ciée a h est définie par
. . = 1 -1
wp, = lim(s — 1)*Ls(s, Pic V) —5— H Ay Whp-
s—1 \/— m veM,
Remarque 2.3.1. —  Par construction elle est indépendante du choix de S et ne
dépend que de I'image de h dans 52 (V).

Exemple 2.3.1. — Si f = (fy)vem, est une famille de fonction comme dans

I’exemple 2.2.2, alors
wpp = ( II fu)‘-"h-
vEM;,

Notation 2.3.3. — On pose 1,(V) = wy (V(k)) ot V (k) désigne 1’adhérence des
points rationnels de V' dans V' ( A).

2.4. Enoncé d’une question. — Pour énoncer notre question qui est une version
raffinée d’une conjecture de Manin [BM, conjecture C'], nous utiliserons la notion
d’accumulation qui suit :

Définition 2.4.1. —  Soit h une hauteur d’Arakelov sur V telle que [o(h)] ap-
partienne a I’intérieur du cone effectif. Un fermé irréductible strict F* de V est dit
modérément accumulateur pour h si et seulement si pour tout ouvert non vide W de
F, il existe un ouvert non vide U de V tel que

—n H

= )

H—+o00 Nyh (H )

Nous renvoyons a [BT4] et [Pe2, §2.4] pour des exemples de telles sous-variétés.
Notation 2.4.2. — Si V est une variété presque de Fano, on considére I’hyperplan
affine & de NS(V)V ® R d’équation (y, w",l) = 1. Cet hyperplan est muni d’une

mesure canonique # définie par w",l (cf. [Pel, page 120]). On note Cogr(V)" Ie cone
dual de C.x(V') défini par

Ce(V)" = {y €NS(V)" @ R | Vz € Cerr(V), (2, y) > 0}
et on pose
a(V) = 8(Ceee(V)¥ N P).
On note également
B(V) = #H(k,Pic V).
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Remarque 2.4.1. — La constante (V') définie par Batyrev et Tschinkel [BT1] est
obtenue en multipliant par (¢ — 1)! celle considérée ici.

Question 2.4.2. — Soit V une variété presque de Fano sur k et h une hauteur sur
V définie par une métrique adélique sur w;l. On suppose que V (k) est fiense. pour
la topologie de Zariski et que le complémentaire U dans V' des sous-variétés modé-
rément accumulatrices est un ouvert de Zariski non vide de V. A quelle condition
a-t-on I’équivalence

(24.1) nyp(H) ~ (V)B(V)m(V)H (log H)'

lorsque H tend vers ’infini ?

Remarques 2.4.3. — (i) L’introduction du facteur 3(V') est due a Batyrev et
Tschinkel [BT1].

(it) L’équivalence (2.4.1) est compatible avec le produit de variétés [FMT, §1.2,
proposition], [Pel, corollaire 4.3].
(iii) Elle est vérifiée dans les cas suivants :

- Si V est une intersection complete lisse dans Pg définie par m équations ho-
mogeénes de degré d > 2 si
N>27tmm+1)(d—-1)
[Bi], [Pel, proposition 5.5.3],
- Si V est une variété de drapeaux généralisée [FMT], [Pel, théorémes 6.1.1 et
6.2.2],
- Si V est une variété torique lisse [Pel, §8-11], [BT1], [BT3], [Sa],

- pour certains fibrés en variétés toriques au-dessus de variétés de drapeaux gé-
néralisées [ST].

3. Passage au torseur universel

3.1. Structure sur les torseurs universels. — Nous allons commencer par rappeler
la définition des torseurs universels qui est due a Colliot-Théléne et Sansuc [CTS2].

Définition 3.1.1. —  Soient G un groupe algébrique linéaire sur un corps E et
Y une variété sur E. Un G-torseur au-dessus de Y est la donnée d’un morphisme
fidtlement plat w# : X — Y au-dessus de E etd’'une action o : X X G =+ X de G
sur X au-dessus de Y telle que 1’application

(9,2) = (97, )

définisse un isomorphisme de variétés de G x g X sur X xy X.
Par [Mi, theorem II1.3.9], si G est lisse et abélien, les classes d’isomorphismes
de G-torseurs au-dessus de Y sont classifiées par le groupe de cohomologie étale
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HL(Y,G) et par [CTS2, (2.0.2) et proposition 2.2.8], si T est un tore sur E, c’est-
a-dire une E-forme de G}, et si X est une variété propre, lisse et géométriquement
intégre ayant un point rationnel sur E, alors on dispose d’une suite exacte naturelle

0 — HY(B,T) — HL(X,T) © Homgags/)(X*(T), Pic Xge) — 0

ol X*(T') désigne le groupe des caractéres de T et ol pour tout torseur 7 et tout
caractere £ de T, p(T)(&) est la classe du G,,-torseur &,(7) dans Pic Xg. qui est
isomorphe & HL(Xgs, Gm).

Soit X une variété propre, lisse et géométriquement intégre sur un corps E. On
suppose que le groupe de Picard géométrique Pic X ° est de type fini et sans torsion.
On note alors Tis le tore dont le groupe de caractére est le Gal(E*/E)-module
Pic X®. Un torseur universel pour X est un Tiyg-torseur 7 au-dessus de X dont
I’invariant p(7") coincide avec Idpsc(xs).-

Remarque 3.1.1. — Nous renvoyons a [CTS2, §2.5, §2.6] et [Pe2, §3.3] pour des
exemples de torseurs universels. Rappelons seulement qu’il résulte de [Sa, §8] qu’un
torseur universel au-dessus d’une compactification équivariante lisse d’un tore T est
un ouvert d’un espace affine.

SiY est une intersection compléte lisse dans une variété presque de Fano X ayant
un point rationnel et si la restriction de Pic X°® 4 Pic Y'® est un isomorphisme, alors
on a un diagramme commutatif

0— HI(E,TNs) — Hé}t(X,TNs) — EndGaI(Es/E)(PiCX") -0

| By L

0— HI(E,TNs) - Hélt(}’,TNs) — EndGal(Ea/E)(PiCYs) -0

oli j désigne le plongement de Y dans X. Il en résulte que les torseurs universels au-
dessus de Y sont obtenus en prenant I’image inverse de Y dans les torseurs universels
au-dessus de X. On dispose donc de diagrammes commutatifs de 1a forme :

Ty — Tx

L

Y — X

ou I’application du haut est une immersion fermée de Tiys-ensembles. Si, en outre,
X est une compactification équivariante lisse d’un tore, alors 7x se plonge comme
ouvert dans un espace affine Ag et 'action de Tiyg s’étend a cet espace affine.

A chaque torseur universel au-dessus d’une variété presque de Fano sont associées
deux structures canoniques, 2 savoir un espace d’adeles et une mesure sur cet espace.
Nous allons maintenant décrire une construction intrinséque de ces structures.



14 EMMANUEL PEYRE

Notation 3.1.2. — On pose
8(V) = inf{(z,wy!), z € Ce(V)" N PicV' — {0}}.

Convention 3.1.3. —  Dans la suite V' désigne une variété presque de Fano sur
k dont le cone des diviseurs effectifs Cer(V') est un céne polyédrique rationnel de
Pic V ® R. On suppose en outre que §(V) > 1.

On note U une ouvert non vide de V.

Remarque 3.1.2. — La condition (iii) dans la définition 2.1.2 assure que pour toute
variété presque de Fano 6(V') > 0 etdonc 6(V) > 1.

Exemple 3.1.1. — Si V est une intersection complite lisse dans PV définie par m
équations fi,. .., fm de degrés respectifs dy, .. . ,dp,, alors

wy! = OV(N+1—§:d¢)
i=1

et la condition s’écrit §(V) —1 = N — 3%, d; > 0, qui est exactement I’hypothése

faite dans [Pel, page 131]. Laraison pour laquelle cette condition apparait dans [Pel]

est exactement la méme qu’ici : elle assure la convergence de sommations li€es & la

formule d’inversion de M&bius.

Exemple 3.1.2. — Si V est une compactification équivariante lisse d’un tore T’ et
(1) désigne I'ensemble des sous-variétés irréductibles invariantes de codimension

un de V, on a une suite exacte canomque
(3.1.1) 05 X(T) % P ZD5PicV -0
DeVY
ol X*(T') désigne le groupe des k-caractéres de T'; le cone Cegr(V) est engendré par
les w(D) pour D € Vg) et
wyl = Z n(D).
DeVY
Supposons qu’il existe A de Ceﬂ-‘(V) NPicV" — {0} vérifiant (\,wy;') = 1.Ona
alors
<,\, 7T(D)> =1 et VDeVH, (\n(D))>0
D V“)

et donc il existe Dy € V( ) tel que

O x(D)) = {(1, 50 =D

sinon.
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Si on considére la suite exacte duale de (3.1.1),
— iV
0PV T P 2DV L x*(T)Y 0,
PeVY)
on obtient que Dy = 7V(A) et donc Dy € KerjV. Mais il résulte de [Da, §6] que,

par définition de 7, ’application jV est non nulle sur Dy, ce qui est contradictoire. Par
conséquent les variétés toriques projectives et lisses vérifient les conditions ci-dessus.

Exemple 3.1.3. — SiV est le surface obtenue en éclatant quatre points en position
générale sur P2, alors

4
PicV = ZA © (D ZE;
i=1
ol on note A le relevé strict d’une droite de P% et E; les diviseurs obtenus par écla-
tement. Le cone effectif est engendré par les diviseurs F; s = F;pour 1 < ¢ < 4et
F;; = A— E; — E; pour {3, j, k,1} = {1,2, 3,4} et le faisceau canonique est donné
par
4
w;l =3A - ZE,- =2F12+ F34+ F35 + Fy5.

i=1
Comme le groupe des automorphismes de V agit transitivement sur les diviseurs E;;,
on obtient que pour tout 7,7 avec 1 < 2 < j < 5, w‘_,l — 2F; ; appartient au cone
effectif. Par conséquent cette surface vérifie également le condition précédente.

Notation 3.1.4. — On note A—Ceﬁ(V),k le schéma affine

Spec(k[—Cet(V) N X*(Tws)]?)
ol ¢ désigne le groupe de Galois absolu de k. Pour tout torseur universel 7~ au-dessus
de V, on note TCeﬁ(V) le produit contracté

T x™e A_ca(V)k:

On dispose d’une immersion ouverte 7~ — 'T'C (V) I’action de Tyg s’étend a ?Ce «(V)
et on a une fibration ?Ceﬂ-‘(V) — V en variétés toriques affines géométriquement
isomorphes a la variété A—Ceﬁ(V), B
On appelle espace adélique associé€ 4 7~ et Cor(V) Iintersection
Touv)(Ar) = ( 1;[4 T(k.,)) N Teu(7) (Ak)
veEM),

qui peut étre explicitement décrit comme produit restreint des 7 (k,) (cf. également
[Pe2, §4.2]).
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Le faisceau canonique wr, ¢ est trivial, un isomorphisme avec Opyg étant donné
par la forme différentielle canonique de Tiys. Par conséquent, on a pour tout torseur
universel 7 : 7 — V un isomorphisme

Wy — ﬂ*(wV).

Mais par [CTS2, proposition 2.1.1], I’application 7* de Pic V' dans Pic T est triviale.
11 en résulte que w- est trivial. Mais il découle aussi de la proposition citée que

I(T,07) =T(V, o) =k*.
Par conséquent, il existe une section w7 de wy partout non nulle et unique & une

constante multiplicative prés. Par [We, §2] cette section w7 définit pour toute place
v de k une mesure wy, sur 7 (ky).

Le résultat suivant est annoncé dans [Pe2, remarque 4.4.4].

Lemme 3.1.3. —  Avec les hypothéses ci-dessus, si T a un point rationnel, le
produit des mesures w ,, converge et coincide avec la mesure w définie dans [Pe2,
définition 4.4.3].

Démonstration. — 11 suffit de montrer que 1’on peut choisir la section w7 de sorte
que la mesure w1, coincide avec celle définie dans [Pe2, notations 4.4.1]. Or, par
définition, W, est localement donnée par la formule

0 o
<a_z1/\.../\ﬁ’w7—>

ol 1, ...,Z, désignent des coordonnés locales analytiques au voisinage d’un ‘point
z de V(ky).

D’un autre coté, la mesure “’!r,u définie par [Pe2, notations 4.4.1] est construite
de la maniére suivante : on note wr, ,, 1a mesure définie par la forme différentielle
canonique wryg sur Txs et on se donne un morphisme 1,bw‘_,1 de 7 dans w;l dont
I’image ne rencontre pas la section nulle et qui est compatible avec le morphisme de
tore de Tiys — Gy, induit par I’injection Z — Pic V envoyant 1 sur la classe de w‘_,l.
Pour tout point z de V(k, ), on considére sur la fibre 7 (k) la mesure wy, , donnée
par

da:l,,, v d:cN,,,
v

Wiy =

-1
[ teungm = [ i) b)) wnes
n(ku) TNS(ku) v
oil y est un point arbitraire de 7(ky). La mesure w?- , est alors définie par la relation

/;_(ku)f(y)w!r,u(y) =/V(ku)wh,u(-’v) L(k")f(y)w%,v(y)_

Mais &ryg fournit un isomorphisme wy — 7*wy et 1/);’_1 : T — wy fournit une
section partout non nulle de w4, qu’on peut supposer égale a w7. D’autre part, on
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peut choisir des coordonnés locales x4, . . . , &, sur un ouvert W de V' (k,) sur lequel
T se trivialise et fixer cette trivialisation

T(ku)IW = W X Ins(ky)-

Des coordonnées locales Ty11, - .., 2n sur Tns(k,) fournissent alors des coordon-
nées locales sur 7°(k,). On a alors les relations
2 17}
l — PR .o — —1
Wry = Bz, A A dz,, I, “"»bw‘—,l (ml, cee sz)"u

X

9 A A e w dz d
amn+1 azN } TNS v 1,‘!} e a:N,U

0 d v “
= )<a—a:1/\"'/\ﬁ,¢w;1(m1,"'in)AwTNs>

X dz1y ...dTNy

v

= QJT,U. O

Définition 3.1.5. — La mesure
Wr = H W
vEM;

est, par la formule du produit, indépendante du choix de &y. On 1’appelle mesure
canonique de T eﬁ(V)(Ak)-

Exemple 3.1.4. — Si V est une intersection compléte dans une variété X, définie
par I’annulation de sections sy, ..., Sy, de fibrés en droites Ly, ..., L, de sorte que
la restriction donne un isomorphisme
Pic(X) — Pic(V)

et que X et V vérifient la convention 3.1.3 et si X a un point rationnel, alors par
la remarque-3.1.1, un torseur universel 7y est I'image inverse de V' dans un torseur
universel 7 : Tx — X. Comme les faisceaux inversibles 7*(L;) sont triviaux pour
1 £ i € m, Ty est donc défini dans 7Tx par 1’annulation de m fonctions fi,..., fm
qui vérifient

Vy € Tx(k), VteTns(k), filty)=I[L]t)fi(y),

ol [L;] € PicV = X*(Tns). Si W7y est une trivialisation de wy, , On dispose alors
d’une forme différentielle de Leray &y, 7, section de wr;, et définie par la relation

Vye Tv(k), oLz @) AF* (/\ dmi) (y) = &7 (v)-

i=1
Cette forme différentielle est une section partout non nulle de w+., on peut donc poser
WF, = WL,
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Si, en outre, X est une compactification projective lisse d’un tore T, alors 7Tx est
un ouvert d’un espace affine A{;’ et on peut prendre
Wy =dzg A---Adey.

La forme pour 7y est alors donnée localement par 1’expression explicite

: -1
@L7 (%) = (—1)Nm—2;3=1 li det (%(m)) dzg A--- Adzy,
T/ agijgm

pourly <o+ < lpy.

3.2. Fonctions de comptage. — Nous souhaitons maintenant expliciter et démon-
trer la description en termes des torseurs universels de la formule asymptotique (2.4.1)
telle qu’elle est annoncée dans [Pe2, §5.4].

Le passage au torseur universel nécessite la construction d’un domaine fondamen-
tal dans le produit [T, 7 (ky) sous 'action de Tvs(Os), qui permettra en fait de
construire un domaine fondamental de TCEK(V)(Ak) sous I’action de Tiys(k). Nous
allons rappeler la construction d’un tel domaine donnée dans [Pe2].

On peut rapprocher cette construction du lien entre systémes de métriques et sec-
tions des applications quotients

T(Ax)/ K1y — V(Ag)
indiquée par Salberger [Sa].
Notations 3.2.1. — Pour tout tore T sur k, on note X, (7T') le Gal(FL k)-résean dual
de X*(T') et pour tout place v de k, X.(T), le groupe X, (T)Gal(’“"/ k) En outre
T'(0,) désigne le sous-groupe compact maximal de T'(k,) et on pose
Kr= [] T(0,) et W(T)=KrnT(k).
vEM;,
Le groupe W (T') est le groupe fini des éléments de torsion dans T'(k). On dispose
d’une injection canonique
log, : T(ky)/T(0y) = X«(T), ® R.
Quitte & augmenter 1’ensemble des mauvaises places .S, on peut supposer qu’il con-
tient les places archimédiennes et les places ramifiées dans une extension galoisienne

fixée K/k qui déploie le tore Tyg. Par [Onol, theorem 4] et [Ono2, §3], on peut en
outre supposer que I’application naturelle

Tns(k) = P Xu(Tws),
vEME-S
est surjective et qu’on a une suite exacte

1
0 — W (Ts) = Tns(0s) — II x.(Txs), ® R
vES
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oll logg est induite par les applications log,, pour v € S. En outre I’'image M de logg
est un réseau dans le noyau du morphisme

[I x*(@ns)y @ R = X*(Tns), ® R
vES

ol X*(Ts), = X*(Tis)®*/¥), On note A un domaine fondamental de M dans
ce noyau et pr une projection du groupe de gauche sur ce noyau.

On se donne alors un systéme de hauteurs Hy sur K et on note H le systéme de
hauteurs défini par le diagramme commutatif

Ns(v) EHE e

1 e
NS(Vk) —%5 (V).
On suppose en outre que h = H([w;,']) et que
VL € Cg(V)NPicV, VzeV(k), H(L,z)>1.

Soit 7 un torseur universel au-dessus de V' ayant un point rationnel yo. Si L est
un fibré en droites sur Vx, L* désigne le complémentaire de la section nulle dans
L. Le morphisme Z — Pic Vi envoyant 1 sur la classe de L induit un morphisme
oL : Tnsg — Gmx et ¢r,(T) est isomorphe & L*. On note 9, : T — L un
morphisme partout non nul obtenu de cette maniére. On fixe une place pg de &, et on
suppose que la hauteur (L, (||. || )gpe sty ) représente Hy ([L]), on note alors

el .
Wzl 5t % fPo

[Kg:kpg]
%HK(L,W@O)) [T sinon.
Les fonctions ||. ||é ne dépendent que de Hy ([L]), de yo et de po. Elles induisent des
fonctions |.||Z pour toute place v de k et tout L de Pic V,,. On obtient des fonctions

% : T(ky) =+ (PicV,)V © R

caractérisées par les relations

VP € Mg, Vy € T(Kg), llylig =

. —I:Ilog L
Yy € T(ky), VLEPicV,, [y]f=g 7%

ol g, = #F, siv € My, g, = esik, estisomorphe 2 R etq, = ¢
On consideére alors
Any(T) = {y € [] 7o)
veES

qui, par [Pe2, proposition 4.3.1] est, sous réserve d’une augmentation de S, un do-
maine fondamental de [ ], .5 7 (k,) sous Tis(Os)/W (Tns).

2 sinon.

pr{(EP%, (yo)oes) € A}
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Nous pouvons maintenant définir les fonctions de comptage.

Notations 3.2.2. — Quitte 2 agrandir S, on peut fixer un modeéle lisse ’9\ de %eﬁ(v) .
Pour toute place p de k en-dehors de S, on note

Tox)(0p) = F(0p) N T (ky).
et on considére

TCeﬂ'(V)rS(Ak) = H T (ko) % H TCeﬁ(V)(O")'
veES pes

Pour tout €lément b de ¢ s, — s X«(TNs),, on note by la composante de b dans
X.(Ts), et on pose

Tis(—Cer(V), bp) = {t € Tivs(kp) | Yy € Cet(V') N Pic Vp, vp(y(t)) < (y,bp)}
et

b'%ﬁ(?),S(Ak) = H T(k‘v) H TNS(_Ceﬂ’(V), bP)TCgﬁ‘(V)(OP)'
veES pegs

On peut remarquer que si by, € Tis(ky) est tel que log,(by) = by, alors
Tns(—Cest(V), by) = byTns(—Cesr(V), 0)
et

La fonction de comptage sur le torseur universel 7~ associée au systéme de hauteurs
H x, au nombre réel positif H et 4 I'élément b de P, M —5 Xx (Ts),, est alors la

fonction <I>¥(H , b,.) indicatrice de I’ensemble des ¥ = (yy)ven, de T eﬁ(V)(Ak)
vérifiant les conditions qui suivent :

3.2.1) Vv eS, mu(yy) € U(ky),
(3.2.2) (yv)vES € AHK (T)a
(3.2.3) VLe C(V), []lwlly <1,
veS
—1
(3.2.4) I (lwlis¥ )™ < B,
vES

(3.2.5) Y E b'TCeﬂ'(V),S(Ak)‘
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3.3. Fonctions de Mdbius. — Nous aurons besoin dans le prochain paragraphe de
fonctions de Mdbius que nous allons maintenant définir et étudier.

Notations 3.3.1. — Soit M un Z-module libre de type fini et C C M ® R un cdne
polyédrique rationnel strictement convexe, c’est-a-dire de la forme

N
> Room;
=0

avec m; € M et tel que C N —C = {0}. Si R est un anneau commutatif, on note
R[[C]] (respectivement R((C))) I’ensemble des fonctions M — R dont le support
est contenu dans C' (respectivement dans un translaté de C). On dispose sur ces R-
modules d’un produit (de convolution) défini par .

Vee M, fg(z)= ) f(y)9(2).

ytz=z

En effet si Supp(f) € m+C et Supp(g) C n+ C alors le support de fg est contenu
dans m + n + C. La fonction 4y indicatrice de {0} est une unité pour ce produit. Si
A est une partie de M, on note 1 4 sa fonction indicatrice.

Exemple 3.3.1. — Si C est un cdne régulier c’est-a-dire de la forme
m
Y Ryom;
i=0

oll (m;)ogigm peut étre complété en une base de M, alors on a des isomorphismes
évidents -

Z([C]] = Z[Ty, ..., Twll et Z((C)) = Z[Ty,..., Tl Y, .., Tt
ouTy,..., Ty, sont des indéterminées.

Remarque 3.3.1. — Géométriquement, Q[[C]] peut étre vu comme complété de
I’anneau local a ’origine de la variété torique affine

Spec Q[C]
pour la topologie définie par 1’idéal maximal.
Notations 3.3.2. — On a un plongement canonique R[M] C R((C)) et on pose
R[C] = R[M] N R{[C]]

qui coincide en fait avec 1’algébre du monoide C N M. On note T une indéterminée.
Sim € M, T™ désigne I’élément correspondant de R[M]. Si f € R[[C]], on pose

> fmT™ =1

meM
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Si¢ : M — M’ est un morphisme de Z-modules libres de type fini envoyant
C dans un cone polyédrique rationnel strictement convexe C’' de M’ @ R et tel que
Ker ¢ N C = {0}, alors on dispose d’un morphisme de R-modules

¢« : R((C)) = R((C"))
envoyant R[[C]] dans R[[C"]] défini par

VzeM', ¢.flx)= ) f(y)
#(y)==

Lemme 3.3.2. — Avec les notation ci-dessus, ¢, est un morphisme d’anneau.

Démonstration. — Si f, g € R((C)) et z € M, on a les relations
%)@ =2 (X re)( X o)
y+i=z ¢y )=y o) =2

= Y fwe)

H(y)+o(z)=2
= (¢ f)(#x9)(z). O

Exemple 3.3.2. — Si ) € MV appartient  I’intérieur du céne CV défini par
CV={zeM'®R|VyeC, (zy) >0}
alors A : M — Z envoie C dans R et on dispose d’un morphisme
A : R((C)) = R((T))-

Lemme 3.3.3. — Avec les notations qui précédent, si R est intégre, alors R((C))
est un anneau intégre.

Démonstration. — Soient f et g deux éléments non nuls de R((C)). On peut choisir
A de MV alintérieur de CV, zo € Supp f et yo € Supp g de sorte que

Vz € Supp f — {xo}, Mz) > A(mo) et Vy € Suppg — {yo}, My) > Ayo).
On en déduit que A, (f) et A.(g) sont non nuls et le lemme découle de I’intégrité de

R((T)). O
Lemme 3.3.4. — Avec les notations ci-dessus, si R est intégre et si f € R[[C]]
vérifie f(0) € R*, alors f est inversible dans R[[C]].

Démonstration. — La fonction g est un inverse de f si et seulement si elle vérifie la
relation

VyeM, ) g(y—=2)f(z)="b(y)
zeC
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Soit C* = C — {0}, alors cette équation s’écrit également

(331 vye M, o(y)=10)"(how)~ X oy - 2)f ().
zeC*
Or pour tout m de MY i I’intérieur du c6ne CV, on a

Vz e C*, (z,m)>0.

Un récurrence sur (z, m) montre alors que (3.3.1) défini une fonction g dont le sup-
port est contenu dans C. O

Notation 3.3.3. — On note . I'inverse de 1¢ dans R[[C]].

Lemme 3.3.5. — En conservant les notations qui précédent, Il existe P € Z[C)] et
une famille finie (m;)jcy d’éléments de M tels que
L — P
CTTIa-Tmy

jeJ
Démonstration. — Si C est un cOne régulier de la forme 2?;0 B.>om;, la fonction
1¢ peut s’écrire

i": nim; 1

o= a1
nezy, [1(1—17m)
i=1

Dans le cas général (cf. par exemple [Oda, page 23]), on écrit C comme support
d’un éventail régulier ¥, c’est-a-dire que ¥ est un ensemble de cdnes polyédriques
rationnels strictement convexes de M ® R tel que

(1) sio € T et o' estun face de o, alors ¢/ € X,

(ii) si o, 0’ € T alors o N o’ est une face de o et de o’,

(iii) C = Ugexo,

(iv) tout o de X est régulier.
La fonction 14 s’écrit alors

1o = Z azl,

oED
avec o, € Z et le résultat découle du cas précédent. O
Proposition 3.3.6. — Pour tout élément \ de MY a Uintérieur de CV, il existe une

constante R telle que

Vz e C, |uc(z)] < RM.
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Démonstration. — L’élément P de Z[C] du lemme 3.3.5 peut s’écrire
P=1+ ) anT™
meCX
Onpose @ =1+ 3 .ox —|am|T™. La relation (3.3.1) montre alors que les coef-
ficients de P! vérifient
Vee M, |P7Y(z)|<Q =)
Mais par le lemme 3.3.5 la fonction de Mdbius s’écrit
po =P [[a-1™)
JeJ
et donc
Vo e, uo() < (@[ +T™))(@).

jeJ

on en déduit I’inégalité
V2 e G, luc(@)| <M (@7 I +T™)) M)

jet
Soit Ry I'inverse de la plus petite des valeurs absolues des racines de A, Q. Pour tout
nombre réel € > O on a

n(Q ,-IGI,, 1+ Tmi)) ()

(Ro +€)®

- 0

z — 400
en outre pc(0) = 1 et le lemme est démontré. O

3.4. Montée du nombre de points. — Notre but est maintenant d’exprimer le
nombre ng; , (H) en termes des torseurs universels.

Notations 3.4.1. — Une famille de représentants des classes d’isomorphisme de
torseurs universels ayant un point rationnel au-dessus de V, qui est finie par [CTS1,
proposition 2], est notée (7;)ier-

Pour toute place v de My — S, on considere le cone

Cu = {:c c X*(TNs)v | Vy € Ceﬁ(%), (-’B:y) < 0}
On pose p, = pg, et

p= J] w.: @ X.Txs), =R

vEME—S vEME—S
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Proposition 3.4.1. — Avec les notations qui précédent, quitte a augmenter S, pour
tout nombre réel positif H, on a la relation :

nua(H) = e NS)Z Z wu(®) ) 2F(H,b,y).

icl be X.(TNs)., yETi(k)
llEMk

Remarques 3.4.2. — (i) Les sommations du terme de droite ne font intervenir
qu’un nombre fini de termes non nuls.

(ii) Si on remplace w{,l par un autre fibré en droites L a I’intérieur de Cegr(V') dans
la condition (3.2.4) de la définition des fonctions de comptage, la démonstration reste
valide et on obtient une expression de ny; yy(z) en termes des torseurs universels.

Démonstration. — Soit = un point rationnel de U et ¢ ’'unique élément de I pour
lequel 7; a un point rationnel au-dessus de z. Il nous faut montrer que :
(3.4.1)
1 1sih(z) < H
> ue) Y oE@Eby) ={ hiz) <

#W(TNS) be @ Xu(Tws), yeTi(k) 0 sinon.
vEMk—S

Mais pour S assez gros, il résulte de [Pe2, proposition 4.2.2] que ﬂceﬁ(Tf') (Op) peut
étre décrit de la maniere suivante :

Ticew)(0) = {y € Tilky) | VBlp, VL € Cerr(V), llyli§s > 1}-
Il en résulte que

> (o)1 (—Cet(V),6)-Ter v (Op)
beX. (TNS)p NS ff Ceff(v) p
est la fonction indicatrice de
{y € Ti(ky) | VBlp, VL € Ce(V), llyll§s = 1}-

Le terme de gauche de (3.4.1) est donc :;E;EW(TNS)_1 fois la somme des valeurs de
la fonction caractéristique de 1’ensemble des y de T;,(k) vérifiant les conditions sui-
vantes :

(34.2) (yv)vES S AHK (7;)3
(3.4.3) VL e Ca(V), []lwml <1,
vES
(3.4.4) T wls” )
vES

(3.4.5) VP € Mg — Sk, VLeCer(V), |lypll =1,
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ol Sk désigne I’ensemble des places de K au-dessus de S. Comme

IT sl = BEZ, =) > 1

veM;,

la condition (3.4.5) implique (3.4.3). Mais on a une suite exacte

0 — Tis(0s) = Tns(k) = [[ Xu(Tws), =0
vEME-S
et donc les conditions (3.4.2) et (3.4.5) définissent un domaine fondamental pour
I’ensemble TCeﬁ«(V)(Ak) sous Tns(k)/W (Tns). D’autre part la condition (3.4.4),
compte tenu de (3.4.5) peut &tre remplacée par h(n(y)) < H. O

3.5. Montée de la constante. — Nous allons maintenant montrer 1’analogue inté-
gral du résultat précédent.

Convention 3.5.1. — Dans la suite nous supposons également que les torseurs
universels au-dessus de V vérifient le principe de Hasse et 1’approximation faible.

Proposition 3.5.1. — Avec les notations et conventions qui précédent, il existe S tel
que pour tout nombre réel positif H on ait

(3.5.1)
log H
o(V)B(V)ry (V) / utletdu

= WG NS)Z 2 ”(")f Q%(H,b,y)wfr.-(y)-

i€l be@ Xo(Tns), Tic (V)
vEM S

Remarques 3.5.2. — (i) Le terme principal de [;°” u*~le¥du est H(log H)*™1;
c’est en fait le seul ayant une signification pour le comportement asymptotique.

(ii) L’intégrale converge par le lemme 3.1.3. Il résultera de la démonstration que
la sommation sur b converge absolument.

(iii) En rapprochant la proposition 3.4.1 de la proposition précédente, on constate
que la question 2.4.2 se raméne 2 des majorations de la forme

> @7(H,b,y) —/ 7 (H, b, y)wr;(y)

yETi(k) Tic g (v)(4x)

comme c’était le cas dans [Pe2] pour les fonctions zéta associées.

Notons que I’équivalence entre ces deux termes lorsque H tend vers l'infini est
I’analogue, dans notre cadre, de la notion de variété strictement d’Hardy-Littlewood
introduite par Borovoi et Rudnick dans [BR].
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Démonstration. — Remarquons tout d’abord que si v est une place de k, 7' un
torseur au-dessus de V, b un élément de Tis(ky) et.U un ouvert de 7 (k,), alors

Wy (b—l U) = I [w‘_fl](b) |va,v (U) .

On en déduit que

f SE(H, b, y)wr(y)
ﬂceﬁ(?) (Ar)

1 f H
= - @7 (H,0,y)wr(y)-
i T\ Y i
pelg:[ S#Fp(wv :_bP) 'T':C,eﬁ_(v)(Ak
=

Mais par hypothése,

Vz € Cer(V)' NPicV’ — {0}, (z,wy')>1
et il en résulte que
(3.5.2) YoeM;—S, VbeC,—{0}, (bwy)>2

Or il découle de la proposition 3.3.6 que pour toute place v il existe une constante R,
telle que

Vb€ Cy |pg,(b)| < RSV,

En outre, I’ensemble décrit par les paires (X, (Tns),, Cy) étant fini, on peut choisir
une constante R indépendante de v. Quitte a agrandir S, la série

Y s (B)#F,)eV

be@ X"‘ (TNS)u

converge absolument et par (3.5.2), il existe une constante R’ telle que

1= Y |, (0)(#F,) OV | < R3F, 2.
beX*(TNS)‘,

Par conséquent,

S ) I @)

bed X. (TNS)U vEM;—S
UEMk—S



converge absolument et le terme de droite de (3.5.1) se met sous la forme
(3.5.3)
1 1, (b) 1
#W (Ts) H ( Z #Fp(w;l,—b) \/Edim’ﬁ

PEM—~S \bEX.(TNs),

<Y [ o o(8,) [[wno® I wnolTicym) (0n)
HvES 7."(’“")

i€l vES vEM—S

ol @%, s(H, z) désigne la fonction caractéristique de I’ensemble des y de Ag, (77)
tels que

-1
[TUwler )t <H et VLeCa(V), JIUwlls) <1
vES vES
Mais la relation p,1¢, = d¢ implique que

-1
po(b) 1
> (% i)

—1 _
(3.5.4) bEX. (Ts), #F“<wv 0 be—Cy
= Ly(Ts, Cear(V), wyr') !

ot Ly(TINs, Ceff(V),w;—l) désigne le terme local de la fonction L de Draxl [Dr].
D’autre part, il résulte de la démonstration de [Pe2, théoréme 5.3.1] qu’on a la rela-
tion

(3.5.5)
H w'ﬁ,v('nceﬂ(V) (Ov)) = l H Lv(TNSy Ccff(v)’w;'l)]
vEM—S vEME—S

% H wTNs,v(TNS(Ov))Lu(].,PiC V)
| vEM—S

x| II L,,(l,PicV)—lwh,,,(V(k,,))].

_vEMk—S

Fixons un élément i de I et (zy)ves € [[,cg V(kv) un point appartenant a I'image
de I’ensemble [], ¢ 7i(ky). Il découle de [Omol, pages 120-122] qu’on a une suite
exacte
0— T&S(H k,,) = J] Tws(ks) = (PicV)¥ @ R = 0
veS vES
définissant le groupe Titg(IT,cs kv)- 1l existe donc un élément yo de [T, 5 Ti(ky) tel
qu’on ait [],cs [lyollZ = 1 pour tout L de Pic V. En utilisant la démonstration du
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lemme 3.1.3 on obtient comme dans la démonstration de [Pe2, théoréme 5.3.1] que

o8 (H,y wr (Y
[ e, Fso Lo

vES veS

{veCe (V)" |(y,wy ' )<log H}

X wri..s .(TI}IS (gg kv) /TNS (OS)) (gg ""h,v) (7"(];;_‘[g 7:("70)))

oll wra s estlamesure induite par la forme canonique sur Tis(Iyes kv)/Tns(0s).
Mais on obtient directement I’égalité

_ log H
3.5.7) e<“’V1”’>dy = a(V) f u'letdu
0

/;yECeﬁ(V)VI(y,w;1><log H}

et on déduit du théoréme d’Ono 1’égalité suivante
#HY(k,PicV) 1 [
#IIY(k, Tns) /3"

(3.5.8) wrzg,s(Ths (T1 ) /s (05))

vES

I “nus(Ts(00)Lu(L, Pic V)
vEM—S

—1-1
lim(s — 1)tLg(s, Pic V)]

s—1

I (k, Tg) = Ker(Hl(k, Tys) = [] Hl(k,,TNs)).
veEM;
En réunissant les formules (3.5.3) & (3.5.8), on obtient que le terme de droite de la
proposition peut se réecrire

on(n( I1 7))

«VIBV) D, — i1k, 7o)

i€l

Mais il résulte de I’hypothése sur les torseurs universels que tout point de V (k) ap-
partient exactement 3 #III'(k, Tis) ensembles de la forme ([ lpen, Ti(kv)). La
somme coincide donc avec 73, (V). O

4. Intersections complétes

4.1. Encerclement du nombre de points. —
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Convention 4.1.1. — Dans ce paragraphe, on suppose que V est une intersection
compléte dans une variété X presque de Fano sur k de sorte que V' elle-m€me soit
presque de Fano et qu’on ait un isomorphisme

PicX = PicV
qui envoie le cone des diviseurs effectifs de X exactement sur celui de V. On suppose
en outre que

VL € Cg(V)" N (Pic V" = {0}), (L,wy!) > 1.
Remarque 4.1.1. — SiV est une intersection complete dans une variété torique pro-

jective et lisse sur k vérifiant les hypothéses de la proposition 2.1.1 alors les condi-
tions qui précédent, & ’exception des deux dernitres sont automatiquement vérifées.

Notations 4.1.2. — On fixe un torseur universel 7y, au-dessus de V et on suppose
V définie par I’annulation de m sections si, ..., Sy, de fibrés [L;] € Pic X. D’apres
I’exemple 3.1.4, on a un diagramme commutatif de la forme

Tv 1, Tx

lw lwx

v 15 x
ol 7 est une immersion fermée de sorte que 7y soit défini par I’annulation de m
sections fi, ..., fm, du faisceau structural O, , vérifiant les relations
(4.1.1) vy € Tx(k), VteTns(k), filty) = [Li]{#)Sfi(y)-

On note f : Tx — A} I'application induite. On peut noter que I’application f
s’étend an schéma Tx = Tx Cerr(X)"
Soit  le caractére de Tate A/k — S*. 1l est défini par

£ - ezi‘n’A(g )

ol A= EveMk Ay et Ay : ky = R/Z est donnée par A, = Ay o Try /q, o0t p est
I'unique place de Q sous v, Try, ,q, I’application trace et A, le caractére défini par :
- 5iQp =R, X(z) = [~2]
- sinon, A, est la composée des applications naturelles
Par [Ta, theorem 4.1.4], I’application qui 2 un élément « de k associe £ — x(z€)

définit un isomorphisme de k sur le groupe m des caracteres de A /k, et par [Ta,
theorem 4.1.1], I’application qui 4 un élément 5 de Ay, associe £ — x(n€) définit un
isomorphisme de Ay, sur son groupe des caractéres Ag. On obtient donc des dualités

e({,,.)) : (Ax/k)™ x k™ = S ete((,.)) : Ax™ x A;™ — SL.
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On note également e, le caractere défini par ¢ — e2™A+(&)_ Par [Ta, §2.2], la
mesure autoduale dé, sur k, pour e, est donnée par

de, = dzy siv € My,
7 | #(0,/0,)"2de, sinon,

ol pour toute place finie v de k, 9, désigne la différente absolue de k,. On note d§
la mesure autoduale [T, ¢, S déo = ﬁ [vens, Ao sur Ay.

On fixe un systéme de hanteurs Hy sur X et on note Hy le systéme induit sur
V, on note Ux un ouvert de X et Uy = Ux NV que ’on supposera dense. On
remplacera dans la suite U par Ux (respectivement Uy ) dans la définition des fonc-

tions <I>%f (H,b,.) (respectivement <I>$—IV"r (H,b,.)) ainsi que w3 par wy,* dans celle
de @%f (H,b,.). On se donne également une fonction p : A;™ — R continue, qui
envoie 0 sur 1 et dont I’introduction sera justifiée au paragraphe 5.

Proposition 4.1.2. —  Avec les notations et conventions qui précédent, pour tout
b € [Tyens, —s X+(Tins), et tout H € Rog, on a la relation

Y eE@Eey=[ T R Ebuere)elE FwE.

yETv (k) AL R T (k)

Démonstration. — Soit g la fonction de ¥™ dans R définie par

g2 =p(z) Y,  EpX(Hb,y).
{veTx (K)If (y)=2}
Alors, comme {y € Tx (k) | <I>%§‘r (H,b,y) # 0} est fini, f ne prend qu’un nombre
fini de valeurs sur cet ensemble et donc g est & support fini. Par la formule d’inversion
de Fourier, on a donc

o0 =[5 alel(e,el—(6,0)ek.

™ zckm

La proposition s’obtient alors & I’aide de la définition de g. O

4.2. Encerclement de la constante : introduction. — Notre objectif est mainte-
nant d’obtenir un analogue intégral du résultat précédent, c’est-a-dire une formule de
la forme

f 87 (5,5, y)wr, (4) =
Tv

Cogr(7) (Ak)

A

)<I>¥; (H,5,9)0(F ®))e({(€, F¥)))wrs (y)dE .

Cegr () (4



32 EMMANUEL PEYRE

Nous allons nous inspirer pour cela du travail d’Igusa [Ig2, §IV.6]. Pour cela il nous
faut tout d’aberd construire I’analogue intégral de g et nous utiliserons la définition
suivante :

Définition 4.2.1. Soit z un élément de k,™ ; soit 7 la sous-variété de Txp,
définie par le systéme d’équations

fly) ==

On considere alors la forme différentielle &, définie par la relation :

wz(y) /\.f*(/"( dwi)(y) = W7 (y)

i=1
dan ;
S “Tx |73
Remarque 4.2.1. — Comme indiqué dans 1’exemple 3.1.4, si z = 0 alors w,
coincide avec la mesure W, .
Exemple 4.2.1. — Si X est en outre une compactification équivariante projective

lisse d’un tore T', alors Tx est un ouvert d’un espace affine Aiv et la forme obtenue
coincide avec la forme de Leray usuelle.

Définition 4.2.2. — On note w, ,, la mesure sur 7 (k,) définie par la forme diffé-
rentielle &,.
Remarque 4.2.2. —  Si z est un élément de k™ et si 73 est une variété non-

singuliere sur k, ce qui résulte de nos hypothéses si m = 1, alors il résulte de [We,
theorem 2.2.5] que pour presque toute place finie p de &, on a la relation

/ W,y = ———#yg(F")
7%(0,) 2V #deme,;

ot 7% désigne un modele de T sur Og.

Avent de passer 2 la formule adélique, il convient de considérer la formule locale
correspondante qui s’écrit pour une fonction & convenable de Tx (k,) dans R :

4.2.1) /T . )<I>(y)w-rv,,,(y)= /k i /T . )<I>(y)ev((€.,,f(y)))wrx,v(y)dﬁv-

Pour cela nous étudions la fonction g, : k,™ — R. définie par la relation :

gv(z) = / Q(:’l)“’z,v('.‘»’)'
{veTx (ko)|f (v)=2}

Comme dans [Ig2, §IV.6], cette étude comprend deux parties indépendantes et de
natures différentes. D’une part il faut montrer que g, est continue en 0, ce qui se
raméne & un probléme de nature géométrique. D’autre part, il faut déterminer si la
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transformation de Fourier de g, appartient 2 L' (k,™), qui est un probléme analytique
associé a des majorations de sommes d’exponentielles.

Finalement le passage du local a 1’adélique nécessite la construction pour tout 2
de A;™ d’une mesure w, sur le produit restreint des 75" (k) relativement aux

T)‘?’ (ky) N Txceﬁ(f)(ov).

La convergence de cette mesure passe également par une majoration de la transfor-
mée de Fourier de g,

Le prochain paragraphe est consacré a I’ aspect géométrique de la question, a savoir
I’étude de ce qu’Igusa nomme “données numériques”.

4.3. Aspect géométrique. — Dans [Ig2, §IV.6], la partie géométrique est liée a des
résolutions des singularités ; ici ce rle est joué par des plongements équivariants de
Tx.

Pour cette émde nous ferons I’hypothése suivante :
Convention 4.3.1. — La variété V est une hypersurface de X.

Remarque 4.3.1. — (i) On peut a priori se ramener & cette hypothése par un
argument d’itération.

(ii) Cette hypothese entraine que la variété TZ est lisse pour tout z de k. Cela
résulte de I’hypothése sur V si z = 0 et de la formule (4.1.1) sinon.

Définition 4.3.2. — On dira que V' vérifie I’hypothése (G) s’il existe une désingula-
risation Ay de Aceﬁ(f) qui est équivariante sous 1’action de Ts.

Remarque 4.3.2. — L'existence d’une telle désingularisation a été annoncée par
Brylinski [Br].

Proposition 4.3.3. — Si V vérifie I’hypothése (G) et si ® est une fonction continue
a support compact dans Tx (ky), alors la fonction

g!) : kg _> R
£ = f{yGTx(k.,)lf(y)=z} Q(:‘/)“"z,u(:‘z’)

est continue.

Démonstration. — La Egntinuité en-dehors de 0 est immédiate. Pour z = 0, il
nous faut désingulariser 7x. On considére donc une désingularisation équivariante
Ax de Accﬁ(f) qui correspond 2 un éventail régulier 3 dont Ceff(f)v est le sup-
port (cf. [Oda, §1.5] et la démonstration du lemme 3.3.5). L’ensemble X(1) des gé-
nérateurs des cones de dimension un dans ¥ est en bijection avec 1’ensemble des
k-hypersurfaces T'yg-invariantes de Ay et on pose

) = i Sb).
=(V) aé%f1)<"""")
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Comme X(1) C Ceﬁ(V)V NPicV’ — {0},ona
ix(V) =2 48(V) > 1
Le produit contracté
Tx,s = Tx xT¥ Ay

définit alors une désingularisation de la variété 71)} et on dispose d’un diagramme
commutatif

Tx —]->_ Txx
N lw
7
ol j et 7 sont des immersions ouvertes. Les composantes géométriques irréductibles
du complémentaire de Tx dans 7x 5 sont en bijection avec les €léments de X(1).
Pour chaque o de ¥(1), on définit comme dans [Ig2, §I11.2.2], les données numé-
riques (N, V) le long du diviseur correspondant D, dans 7x » de la mani¢re sui-
vante : on se place sur une extension K, de k,, sur laquelle D, est défini, N, désigne
la multiplicité de f sur D, et si X;,. .., Xy sont des coordonnées v-adiques au voi-
sinage d’un point 2o de D,, en-dehors des intersections D, N D, pour o' # o, de
sorte que D, ait pour équation X; = 0 an voisinage de zq, alors la forme 7*&wr;
s’écrit
N
nXy ™t \ dXx;
i=1
au voisinage de zg, ot 77 désigne une fonction localement inversible au voisinage de

Q-
Lorsque z tend vers 0, la fonction g,, tend vers

[ #onwwpnm) <+
Tx,=

ol w(q ) est une mesure supportée par

v U D

o€eX(1)
La restriction a chacun des diviseurs D, est donnée par

-1 N
nYy”
L N\ av;.
[¥1=0 i=2

Y1

Elle est donc finie si N, — 1 € v, — 1 et nulle si v, — N, > 0. Par conséquent, si
Vs — Ny > 0 pour tout o de (1), la fonction g, est continue en 0.

1l reste & déterminer v, et N, ce qui peut &tre fait dans une fibre au-dessus de X.
Fixons donc un élément o de ¥(1) et donnons-nous une base &1, . . . , & de X*(Tns),
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de sorte que o(£;) = 81,4. A une constante multiplicative inversible prés la mesure

sur cette fibre est de la forme
n

[el %1 . 7 %n
i—1 fl €n
o (&,...,&Y) est la base duale de (¢, ..., & ). Comme D, est donné par §; = 0
et o = ¢, on obtient que
Ve = (0, w}l).
Par ailleurs, par la relation (4.1.1), la restriction de f o 7 a la fibre est,  une constante

éventuellement nulle pres, de 1a forme
r

H £§€3’ L)

; =1
ot L = L;. On obtient donc I’égalité
Ny = {o,L)
donc
vy — Ny = (wi* — [L],0) = (wyt,0). O

4.4. Aspect analytique. — Le but de ce paragraphe est de donner un exemple pour
la condition analytique suivante :

Définition 4.4.1. — On se place dans les hypoth¢ses du paragraphe précédent. On
dira que la paire (X, V') vérifie la condition (A) si et seulement s’il existe ¢ > 2
tel que, quitte a agrandir S, pour toute place v de k et tout sous-ensemble W ouvert
compact de ﬂ(k,,) on ait

Vf € kv_ov,

/ eu(€F(2))wr (z)| < ClEI™
Tx (ko )NW

pour une constante C égalealsiv g SetW C ?}((‘)u).
Remarque 4.4.1. — 1l s’agit en fait d’une majoration de somme d’exponentielles.

Nous allons maintenant décrire un cas particulier o cette condition est impliquée
par le cas classique des hypersurfaces projectives.

Proposition 4.4.2. —  Si en outre X est un produit d’espaces projectifs [[Z, Pg
sur Q, f est alors donné par un polynéme multihomogéne dont le degré total est noté
d. On suppose que la dimension de V' est supérieure ou égale a 4 et que

inf n; > 2%d.
oi<m -

Alors la condition (A) est vérifiée pour (X, V).
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Démonstration. — Onpose N = Z,’-’;o n;+ 1. Par [Pe2, exemple 4.2.2], I’ensemble
Tx(Qp) N 7/3\((Zp) coincide avec [Jo(Zp+! — {0}). Mais la fonction indicatrice
d’un ouvert compact de [T~ , AN (Qp) s’écrit comme combinaison linéaire d’images
de ZII,V par des homothéties-translations. On est donc ramené 4 la majoration classique

[ eereas|.
zy
Mais les singularités de f(z) = 0 sont contenues dans la réunion
m
{0} < JTAGH
=0 J#i
La codimension du lieu singulier est donc majorée par le plus petit des entiers n; 4 1.
La proposition résulte alors de [Igl, lemma 6, page 63]. O

4.5. Transformation de Fourier locale. — Dans ce paragraphe nous étudions la
validité de la formule locale (4.2.1) sous les conditions décrites dans les deux para-
graphes qui précédent.

Proposition 4.5.1. — Si V vérifie I’hypothése (G) et si la paire (X, V') satisfait la
condition (A), alors pour toute place v de k et toute fonction complexe ® sur Tx (k,)

continue, a support compact, C™ si v est archimédienne et localement constante si
v est finie, on a la relation

/ B(y)wry oY) = // B(y)e(Eof (1))@ 0 @)L v.
Tv (kv) ky Y Tx (k)

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 4.3.3 que la fonction
g:ky = R
z f{yETx (ko)|f(y)=2} Q(y)wz,u (y)

est continue. Elle est en outre nulle en dehors de 1’image par f du support de @, et
donc a support compact. A fortiori, g, appartient 2 L' (k, ). La transformée de Fourier
gv de g, est bien définie et se met sous la forme

#e) = f go(2)es(E2)d

v

- / &0 (£ () B(v)wry (2).
Tx (ky)

Mais par hypothese si v € M}, ® s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions
indicatrices d’ensembles ouverts compacts W; de Tx. Cette transformée de Fourier
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se récrit donc

O =3 / e(£f (1)) w15 0(¥)

icJ Tx(kﬂ)nWi
< ClE?

avec o > 2. Donc g, est une fonction L!. Si v est réelle, alors le fait que g, soit C®
A support compact entraine que g, € L*(k,).
Dans tous les cas on peut appliquer la formule d’inversion de Fourier et on obtient

50 = [ ae%
et par conséquent

/Tv(ku) 2Wryo(v) = /k fmm B(y)ew (€S (¥))wry v (¥)dE -
O

4.6. Mesures adéliques. — Pour passer de la transformation de Fourier sur k, a
celle sur les adeles, il nous faut démontrer la convergence de certaines mesures adé-
liques.

Notation 4.6.1. — Si z est un élément de Ay, on note 7% (A) le produit restreint
de 73" (ky) relativement aux intersections
Tx' (ko) N T x(0,)

ol §} est un modele de 7/}\(

Proposition 4.6.1. —  Si V vérifie la condition (G) et si la paire (X, V) vérifie la
propriété (A), alors pour tout z de Ay, le produit des mesures

w, = H Wi

vEM;,

converge sur TE(Ay) oit w,, ,, a été définie au paragraphe 4.2.

Cette proposition repose sur le lemme suivant, analogue du lemme 6.6 de [Ig2,
page 165].

Lemme 4.6.2. —  Si V vérifie (G) et s’il existe o > 2 tel que pour presque tout
v € My — Sonait

e(§f (W)wryew (W) <1177,

/7'x(k.,)n?§(ou)
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alors pour presque toute place v de My — S ona

-3
wrew(y) =1 < Cg; 1 + C'g, 2

/r);" (ku )nﬂ(o‘")
ou C et C' sont indépendantes de v et q, = #F,,.

Remargue 4.6.3. — 1l résulte du lemme précédent que la proposition 4.6.1 est valide
sous la condition analytique plus faible notée (AF) qui suit : il existe un ensemble Sy
de places et un nombre réel o > 2, tel que pour tout v € My — 51 on ait

e (§F (Y)W w ()| < 16177

/Tx(ku)nﬂ(ou)

Démonstration du lemme 4.6.2. — On considére le fonction
gv:ky — R
2 2 TR, Yaer

Il résulte de la démonstration de la proposition 4.5.1 qu’on a les relations

gu(z) = / /T ormioy B U@ 2D )
=A .é;(fv)ev(_fvzv)dfv-

Mais si & € O,, on a, en-dehors d’un nombre fini de places,

we=[ g
Tx (ke )NT x ()
= Ly(Tns, Cerr(V), wx" ) Lu(1, Pic V)—le(wJ_‘l),v (X (ko))

ol la deuxiéme égalité résulte de [Pe2, démonstration du théoréme 5.3.1].
11 résulte alors de la convention 3.1.3 et de [Dr, proposition 3] que

|Lo(Tis, Cerr(V), wiy') — 1] < Crg,
et [Pel, page 117] que

| a0zt (X (k)

— 1| < Coq 32,
Lo(1,PicV)

24y

Par conséquent §,,(£) est constant pour £ € O, et vérifie sur cet ensemble

130 (€) — 1] < Cq; %2
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On en déduit les inégalités

()~ 1<%+ [ 6l
< Cg¥? 4 (1— 270 1))1g=(o-1)
ol la derniére inégalité est donnée par [Ig2, page 164]. O
4.7. Transformation adélique et encerclement de la constante. — Nous pouvons

maintenant énoncer un des principaux résultats de ce texte.

Théoréme 4.7.1. —  Soit X une variété presque de Fano vérifiant la convention
3.1.3 ainsi que la condition (G). Soit V une hypersurface de X vérifiant également
ces conditions et telle qu’en outre la restriction induise un isomorphisme

PicX — PicV
envoyant le cone effectif de X sur celui de V. Soit Ty un torseur universel au-dessus
de V ayant un point rationnel et s’inscrivant dans un diagramme

Tv — Tx

Lo

v 45 x.
On suppose que la paire (X, V') vérifie (A). On fixe en outre une fonction continue
ps : [ cs kv — R envoyant 0 sur 1 et telle que I’application

% Il %» = R
(yv)veSan = vESNMoo
(To)vesnMme. — P(Y,E)

soit localement constante a valeurs dans les fonctions C*®. Onnote p : Ay — R la
fonction induite. Alors pour toute fonction

& =0 [ &: Tx o qx)(4r) > R
veEM;
oit Do est C™ a support compact dans [ ], Mo, 71;; (ky), et ®, localement constante

e
pour v finie et coincide avec la fonction caractéristique de Tx (ky) N T x(Oy) pour
presque toute place finie, on a la relation

4.17.1)
® =
(4) Y)wr, (v) /‘;k‘[r

/ (y)p(F (4))e(F (y))wry (1)dE -
Tv Xceﬂ.(f) (Ak)

Ceff V)
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Démonstration. — On considére la fonction

g:Ak -+ R
z = p(2) [rz(a,) 2@ ().

La fonction g est & support compact et donc a fortiori g € L*(A). Il résulte de Ia
proposition 4.3.3 et de la démonstration de la convergence de w, que la fonction g

est continue.
Sa transformée de Fourier est donnée par la formule

9&) = / p(f(w)(w)e((&, f(y)))wry (y)

Tx Coit(®) (Ag

= 1 [ s@ei@wn

veM;—5 ¢ Tx(k

vES

x /H P @2s0es(es @) T o)

ol &5 et eg sont définis par produit sur les places de S. Il en résulte que

lg(€)| < €' ( II Iful,?") ( II (1+C#Fv_3/2))

|£‘” |u>1 vEMf

et donc § est une fonction L!. En appliquant le formule d’inversion de Fourier, on
obtient (4.7.1) O

Théoréme 4.7.2. — On suppose que X, V et p vérifient les hypothéses du théoréme
précédent, et on considére les fonctions é%f‘ (H,b,.) définies au paragraphe 4.2.
On suppose en outre que les métriques choisies aux places réelles sont C™ et telles
que la fonction définie sur X (k) par ’application

r If(y)lv
forv =

pour v archimédienne ne soit constante sur aucun ouvert non vide de X (k,). Alors
pour tout H de R et tout b de @ver_S X«(TNs),, ona

¢¥VV (H: b, y)wTv (y)
TV Ceﬁ‘(v) (Ak)

= BX (H,b,y)p(f (y))e((€, F(y)))wry (y)dE .
A JVTx ceﬂ"(f) (4z)

(4.7.2)
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Démonstration. — Rappelons que la fonction @%‘ (H,b,.) est la fonction indica-
trice de I’ensemble & défini par

4.7.3) YveS, wx(yw) € Ux(ky),
4.7.4) (yU)ves € AHK (Tx),
4.7.5) VLeCr(V), []lwll} <1,
veES
—1
4.7.6) [Twley )™ < H,
vES
(47.7) S b'TXCeﬁ(V),S(Ak)'

Elles s’écrivent donc

<I>ng<I>,,

v€S

ol les fonctions @, sont localement constantes, & support compact et coincident pour
presque toute place v avec la fonction caractéristique de Tx (ky) N F x (Qy). D’autre
part, la fonction &g est & support compact dans [ [, ¢ Tx (k»). En outre il résulte des

. .- ye ~ 1
conditions (4.7.4), (4.7.5) et (4.7.6) qui précedent que I'image par [], ¢ H%’fr o du
domaine & est bornée dans

II x*(Tws)y ®R.
vES

Il en résulte que la fonction

(zv)vemsns = 8% = (Yo)vem., — 2s(y, )

est localement constante. Compte tenu de la démonstration du théoréme précédent, il
suffit de montrer que pour & = (2 )vem;ns fixé la fonction

g9o: [[#» = R

vEoco

=G 0 [ SRR

est C111¥:Ql ce qui entrainera que sa transformée de Fourier admet une majoration
de la forme C||&]|~(*¥:QD) et donc que la fonction § définie dans la démonstration
précédente appartient 4 L' (Ay).
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Mais il résulte des hypotheses faites sur les métriques réelles que &%, défini par
les conditions (4.7.4), (4.7.5) et (4.7.6) peut &tre décrit comme

dim( I T (kv))

g:’o:' H HF,J

=0 JEL;

ol les F; j sont des variétés C* de [ [, Tx(kv) de codimension i et telles qu’en
outre on ait

dimp [[ 7@ (k)N Fij=dimp [ 73" (k) -

VEMoo vEMoo

sii < 1+ [k : Q]. En effet, il suffit de considérer le cas ol i = 1 + [k : Q]. mais
I’image par I’application

II 82, II 7 [] =)~ J] X*@ns), @R x J[ R

vEM oo VEMoo vEMyo vEMoo vEMyo

d’une telle intersection est de codimension 1 + 2[k : Q] alors que, par I’hypothese
faite sur les métriques, tout point de 1’image est adhérent 4 un ouvert contenu dans
I'image de [],cpr,, Tx(kv).

En utilisant des paramétrisations C* adéquates de &=, on peut se ramener a un
calcul de surface d’une intersection d’un espace affine avec un simplexe pour lequel le
résultat de dérivabilit€ est élémentaire compte-tenu de 1’assertion sur les dimensions
des intersections.

On obtient donc que § est L! et la fin de la démonstration est similaire a celle du

théoréme précédent. |

Corollaire 4.7.3. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a les relations
#W (Ins)nyu(H)

ry = O[3 SR b S

r/k
yeTi x(k
be P x.(TNS),, x (k)
IIGM)(—S

(47.9) log H
HW (Ts) (V) B(V) (V) f t-1eudy
Hx
> o) / le e AT SO ()2

bE e X: (TNS)"
uer—S
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Corollaire 4.7.4. — Si X = [[;L, P et f est donnée par un polyndme homogéne
de degré total d de sorte que
inf n; > 2%
1<ism i = ’
si 'V est lisse de dimension supérieure ou égale a 4 et si les métriques sont choisies

de maniére a vérifier les conditions ci-dessus, alors onpose N =37, n; + 1eton
a les relations

(4.7.10)
1
) = o 0 60 [ S SR b )A€ S
be @ zm “4a/Quqv ¢
UEMf—S
log H
a(V)B(V)ma(V) / utle*du
0
4.7.11 1
@I =2 % we) %X (H,b,y)p(f (1)e((€, F(3)))dy & .
2 AqJay “a
be @ zZ™ Q “ <q
VEM.f—S
Démonstration. — Par la remarque 2.1.2, le cone des diviseurs effectifs de V' est
donné par celui de X. Il résulte de le proposition 4.4.2 que la paire (X, V') vérifie la
condition (A). La condition (G) est automatique dans ce cas. O

5. Conclusion

Les deux derniers corollaires du paragraphe précédent permettent de se réduire a
des majorations de différences de la forme

[ X eumeee)ede fonae
1y [ veTs)

- /Ak [rx%m 40) B (H,5,9)0(f (v))e((&, F(9))wry (¥)d €

En s’inspirant de la méthode du cercle, on est alors amené & décomposer le quotient
| | FSY, . Oy \A%/k, qui est homéomorphe & un produit de cercles, en arcs majeurs et
arcs mineurs puis & majorer sur les arcs mineurs chacun des deux termes obtenus ce
qui passe par des majorations de sommes d’exponentielles comme celles qui sont au
cceur de la méthode du cercle, et sur les arcs majeurs la différence entre ces termes.
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A ce propos il convient de noter que pour £ = 0 et p = 1, majorer la différence

" @TX(H,b6,y)p(f(v))e((&, )
5.2y =0 |

B / X (H, b, 9)p(f (¥)e({€, F (1)))wry (4).
Txceﬁ.("x‘)(Ak)

revient a comparer 1, gy (w3l) avec une formule intégrale. On ne peut donc espérer
’ v

que cette différence ne soit négligeable que si Ux est fortement saturé pour w‘_,l au

sens de Batyrev et Tschinkel [BT4, definition S»], c’est & dire si pour tout fermé strict
W deUx,ona:
n w1 (H)
= W,Hx( ) H _} 0
UX,HX(W‘_,]')( )
H — Hoo.

En particulier si V' est une hypersurface de produits d’espaces projectifs, cela im-
plique L € Qw}l. 11 est toutefois envisageable que ce probléme puisse &étre évité par
un choix judicieux de la fonction auxiliaire p.

Notons par contre que si L € Qw}l, alors I’équivalence des deux termes de (5.2)
pour § = 0 résulte de la conjecture pour X.
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